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本 书 在 本 科 “ 线 性 代数 ”基础 上 ， 力 求 较 全 面 系统 地 介绍 矩阵 分 析 的 基 
本 内 容 、 方 法 及 其 在 相关 学 科 中 的 一 些 应 用 。 取 材 较 广 ， 有 一 定 的 深度 ， 编 
写 过 程 中 参考 了 众多 国内 外 著名 教材 ， 竟 心 做 到 深入 浅 出 ， 简 明 易 懂 。 

全 书 共 分 七 章 ， 第 一 章 旨 在 给 出 已 学 线性 代数 知识 的 必要 回顾 与 提高 ; 
第 二 章 主要 讲述 几 种 常见 而 又 重要 的 人 算 阵 分 解 ， 它 们 中 有 些 在 矩阵 计算 中 发 
挥 重要 作用 ， 有 些 则 在 理论 证 明 中 扮演 重要 角色 ; 第 三 章 介 绍 矩 阵 的 广义 递 
理论 ， 并 着 重 说 明 其 在 求解 相 容 和 不 相 窒 线性 方程 组 中 的 有 关 应 用 ; 第 四 章 
先 介 绍 答 阵 范 数 ， 然 后 讨论 纸 阵 序列 和 撼 阵 级 数 的 收敛 性 ， 作 为 对 给 阵 序 列 
和 撼 阵 级 数 的 应 用 ， 给 出 了 非 负 和 天 阵 论 中 Perron 定理 的 完整 证 明 以 及 计算 
4+ 的 几 种 迭代 方法 ; 第 五 章 主要 解决 了 针对 一 般 的 复 函 数 f(z) 情 形 下 ， 适 
阵 函 数 F(4) 的 合理 定义 问题 ; 第 六 章 的 主要 目标 是 对 元 素 为 函数 的 矩阵 建 
立 起 相应 的 微 积分 公式 ; 最 后 在 本 书 的 第 七 章 介 绍 特征 值 的 估计 分 析 ， 尤 其 
着 重 论述 关于 特征 值 的 著名 葬 氏 圆 盘 定理 及 其 推广 形式 。 

众所周知 ， 给 阵 论 在 历史 上 至 少 可 追溯 到 Sylvester 与 Cayley， 特 别 是 
Cayley 的 工作 。 在 近代 数学 、 工 程 技 术 、 经 济 理论 、 管 理科 学 、 信 息 技 术 等 
领域 中 ， 大 量 地 用 到 撼 阵 理论 的 知识 和 方法 。 这 些 理论 和 方法 以 其 悠久 的 历 
史 、 丰 富 的 内 容 和 广泛 的 应 用 已 自然 地 形成 数学 学 科 中 一 个 重要 分 支 一 一 憩 
阵 论 。 学 习 和 掌握 算 阵 分 析 的 基本 理论 与 方法 ， 对 于 工程 技术 人 员 、 高 等 理 
工科 院 校 研究 生 、 本 科 生 已 成 为 必 不 可 少 的 一 项 内 容 。 短 阵 分 析 已 然 是 一 门 
理论 严谨 、 方 法 独特 的 数学 基础 课 ， 它 对 培养 学 生 的 还 辑 推理 能 力 以 及 解决 
实际 问题 的 能 力 等 诸多 方面 具有 极其 重要 的 地 位 和 作用 。 

感谢 国防 科技 大 学 校 、 院 、 系 各 级 领导 的 支持 和 关心 ， 感 谢 新 世纪 优秀 
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第 1 章 线性 变换 的 矩阵 表示 


本 章 引 在 给 出 已 学 线性 代数 知识 的 必要 回顾 ,主要 内 容 包括 对 偶 空间 、 多 重 线 性 型 以 
及 线性 变换 的 矩阵 表示 等 .本 书 除 特别 说 明 外 ,约定 下 表示 实数 域 及 或 复数 域 C, 涉 及 的 
内 积 空间 是 指 实 内 积 空间 或 复 内 积 空 间 . 


1.1 对 偶 空间 


域 F 上 的 n 维 向 量 空间 均 同 构 于 F" . 设 Y 为 记 上 向 量 空 间 , 由 了 可 产生 一 个 新 空间 
Hom(V, 居 ), 记 为 V' , 它 由 从 到 FF 的 一 切线 性 变换 组 成 .一 般 地 ,人 们 称 广 为 了 的 一 
次 对 偶 空间 或 对 侦 空 间 . 若 |x, ,…,%, | 为 7 的 一 组 基 , 则 {x7 ,…, zx; | 便 为 广 的 一 组 基 ， 
称 之 为 相应 于 和 xi,… ,x, | 的 对 偶 基 ,其 中 x; 由 下 列 条 件 给 出 : 


¥ - 1 J=i 
Xi (4)=5 = ji 
明显 地 ,下 列 上 映照 为 一 个 双 线 性 函数 : 
[-，=-]:Yx 一 克 ， (x,y)>[x,y]= 7y(%) 


关于 双 线性 函数 [ - ，- ] ,我 们 首先 有 : 
命题 1.1.1 设 dimry = n,|m oj 为 了 了 的 一 组 基 ,|o ,…,a| 为 任意 给 定 的 n 
个 纯 量 , 则 了 ! yE st [xy7]= ai=1) 2 


证 明 : (D 取 y = 六 axy , 则 有 [xs ,人 =ai12 
i=1 


(2) 若 z€V" 也 满足 条 件 [2] = 02=1,2,… 4, 则 [5 一 y]=0, 从 而 z=y 
0 
命题 1.1.2 设 w,vEpV,uzv,dimV=n, 则 jyEV” s.t. [w,yj 关 [v,y]. 特 别 地 ， 
对 V" 中 的 任何 非 零 元 x, jyYEV' s.t. [x,y]z0. 
证 阴 : 显 然 . 
口 
如 前 所 述 ,从 一 个 向 量 空间 pV 出 发 ,可 构造 严 上 的 向 量 空间 V* ;进而 重复 从 了 构造 
V" 的 过 程 ,又 得 向 量 空间 py*” ;注意 到 该 过 程 总 可 以 重复 执行 ,因此 ,给 定 一 个 pV, 便 得 
V ”VV 当 dimpV = n 时 ,利用 对 偶 基 便 知 ,dimV = dimV”= dimV"”=…, 由 于 
Y”= Homp(V,F);V’" = Homy(V” ,KF) 
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因此 , 任 给 定 xE TV, 赋值 映照 点 = [xz, -]: 广 一 下,y [xy] 便 为 了 中 元 .可 直接 验证 
知 :映照 $: V->V”* ,x 一 各 =[x,- ] 为 单 的 线性 映照 .一 般 地 , 若 向 量 空间 内 可 能 是 有 限 
维 , 也 可 能 是 无 限 维 ) 满 足 $ 为 同 构 , 则 称 Y 为 一 个 自 反 空间 ,容易 知道 , 当 了 为 有 限 维 向 
量 空间 时 ,了 总 为 一 个 自 反 空间 .因此 ,对 一 个 有 限 维 向 量 空间 而 言 ,我 们 甚至 可 通过 同 构 
$ 将 VV 和 Vv 视 为 同一 个 空间 .向 量 空间 的 子 集 的 零 化 子 空间 是 六 的 子 空间 , 它 具有 以 
下 性 质 : 

命题 1.1.3 让 了 为 向 量 空间 ,G zx SCTY, 记 S =1yE 广 1y(5)=0 对 VsE3Sl. 若 
dimV = n< o,S 含有 非 零 向 量 , 则 SV”. 

定理 1.1.1 设 dmV=n,M<V,dmM=m 则 MP<V" 有 dimM =n-m. 

证 明 : (1) Mo < 六 可 通过 直接 验算 可 得 . 

(2) 计 算 只 的 维 数 . 

设 玉 的 一 组 基 为 xi …,x ,扩充 为 了 的 一 组 基 为 :zw… xn; Xm4r1，…， Xn. 于 是 VV” 
的 一 组 基 为 x*,… ,x* ;x*,1，… ,x .容易 知道 ,x*,1,…,x* 均 零 化 W .又 YyETY ,y 可 
表 为 

y= QI1XTY + + anXn + QnriXm+l t+ 十 nx 

: ai=0 

于 是 y(M) = 0 一 : ,因此 spanlxz 2 = 有. 
an=0 
口 

推论 1.1.1 设 dimy= n,MN<VY, 则 通过 同 构 上 可 将 杂 看 成 Mr . 

证 明 : 首先 (Me)0 是 V* 的 子 空间 ;其 次 , 记 的 一 组 基 为 x1… ,x ,将 之 扩充 为 了 
的 一 组 基 : x ,… ,x ;xnr1，"…;% .于 是 M' 的 一 组 基 为 :x ,1 ，…, x; .V”“ 的 一 组 基 为 ; 
[wi 一] [x 一] [xi 一],…,[x，-]. 具 体验 证 可 知 :[xi, - ]，… ,Lx。, 一 ] 即 构 
成 Wi 的 一 组 基 . 因 此 ,把 [zx , - ] 看 成 x1，…,[x,,- ] 看 成 和 后 ,1 与 下 便 为 同一 空间 . 

口 
定理 1.1.2 设 向 量 空间 Y( 可 能 为 无 限 维 ) 有 分 解 了 = M@N. 则 有 M” ~N,N" ~ 
MV =M ONM. 

证 明 : 事实 上 ,yyEM' ,ypy EV* ,其 中 py 为 VY 中 沿 N 到 MM 的 射影 ,于 是 ypn € 

MV ,因此 有 映射 p:MH" 一 VI,y 一 ypn 是 同 构 .类 似 地 可 证 :N ,进而 V* = MM 由 及 . 
口 


1.2 多 重 线 性 型 


让 我 们 先 从 双 线 性 型 开始 .回顾 :给 定 sV,zW 为 两 线性 空间 ,w( - ,- ):Vx 到 -~ 到 称 
为 一 个 双 线 性 型 (或 叫 双 线性 函数 ) 是 指 w(-, - ) 对 每 个 分 量 均 是 线性 的 .例如 : 
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[~-,-]:VxV* 一 了 即 为 一 个 双 线 性 型 . 易 知 ,给 定 系 数 域 F 上 的 两 个 线性 空间 UV 和 了， 
集合 {wlw 为 Ux V 上 的 双 线 性 型 1 在 映照 的 通常 加 法 及 通常 纯 量 乘法 下 仍 构成 向 量 空 
间 . 对 此 空间 ,我 们 有 : 
定理 1.2.1 设 yU 的 一 组 基 为 |x, ,…, x] ,zy 的 一 组 基 为 fy ,…,y,|, 则 
(1)YV4=(@;)EB"”",UxV 上 有 且 仅 有 一 个 双 线 性 型 w s.t. (w(%i ,yj)) = (ar)， 
(2)U x VV 上 的 双 线 性 型 空间 的 一 组 共 为 {ww 1p =1,2,…,m;g =1,2,…,n|, 其 中 
wx 满足 (ww (x;,Yy;)) = (656; ) .因此 dim(U x V 上 的 双 线 性 型 空间 ) = yn. 
%] 


y1 
证 明 : (1)VxE ee : 


;VYEV,Yy= (61,.,b,) : .定义 w:(x， 


区 Yn 


m 


bi 
b, 
线性 型 w ,ws 分 别 满足 (ul (xy))=(o), (w(xi, yy)) = (ay), 则 有 (Cw ~ w2) (xi, 
yy))=0, 于 是 (w - wz)(*,y)=0, 即 wi = w;. 

(2) 首 先 ,下 列 线性 映照 为 1 -1 对应: U x V 上 的 双 线 性 型 空间 >?,w->(w (x,， 
y))) .特别 地 ,ww 一 已 .因此 {wj | 为 线性 元 关子 集 .进一步 ,VY w 为 UxV 上 的 双 线 性 型 ， 
w 可 用 ww 来 线性 表示 . 


y)>(a1,*, an)Ad , 则 有 w 为 一 个 双 线 性 型 , 则 (w(x ,yj)) = (a5y). 另 一 方面 , 设 双 


加 

定义 1.2.1 设 V,…,W 是 k 个 FF 上 的 向 量 空 间 , 若 映照 w(x …,xi) :Vx… x 
一 克 对 每 个 分 量 都 是 线性 的 , 则 w 叫做 一 个 下- 线性 型 . mn x… x Vi 上 所 有 -线性 型 集 
合 关于 通常 的 函数 加 法 及 乘 量 乘法 构成 下 上 的 向 量 空间 , 称 此 空间 为 Vi x … x Vi 的 上- 
线性 型 空间 . 当 由 =… = V=V 时 ,我 们 称 Vi x… x VV 上 的 &- 线 性 型 空间 为 VY 上 一 
线性 型 空间 . 设 {x1" en » xi 上 ez 分 别 为 信人 的 一 组 基 ,那么 任何 一 个 Vx 
…x Vi 上 的 -线性 型 w, 它 由 这 些 (x 外 ，,…, x 由) 所 对 应 的 值 唯一 确定 .由 此 得 : 


-1 应 -| | …| 友 | 维 乘 量 组 .因此 Vx … x 让 上 的 大 -线性 型 空间 的 维 数 为 
(dimV) x…x(dmP). 特 别 地 ， {wt) } 为 其 一 组 基 , 其 中 (4,.…4) 为 满足 下 列 条 件 的 
一 线性 型 ; 
时 
多 = 否则 

对 VV 上 ~- 线 性 型 空间 ,容易 想到 置换 的 技巧 应 该 能 用 上 .例如 ,让 5; 表 上 元 置换 

集 ,xE So 为 V 上 的 一 个 -线性 型 , 令 
A (Ki Kk) (wi) ss Krk) ) 

则 有 xw 仍 为 VY 上 的 一 个 -线性 型 .由 此 引出 : 

定义 1.2.2 设 w 为 了 上 的 一 个 上 -线性 型 . 若 VrE 5;, 均 有 rw =w. 则 称 w 为 一 个 
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对 称 丰 - 线性 型 . 
V 上 的 所 有 对 称 k - 线性 型 仍 构 成 向 量 空间 , 它 是 了 上 上 -= 线性 型 空间 的 子 空 间 . 从 


任何 给 定 的 了 上 上 天 =- 线性 型 w 出 发 ,下 列 -线性 型 总 为 一 个 对 称 -线性 型 ，》) nw. 
7E3 


在 多 重 线性 代数 中 ,下 列 两 种 类 型 的 上 - 线性 型 也 是 十 分 重要 的 . 
(1) 斜 对 称 型 
设 w 为 了 上 的 一 个 上 - 线性 型 . 若 对 任何 奇 置 换 x, 均 有 :xw = - w, 则 称 w 为 斜 对 称 


的 ;任何 给 定 的 无 -线性 型 w， 了 >， (sgnx) xw 即 为 一 个 斜 对 称 大 - 线性 型 ,其 中 sgnx 表示 
TGS。 


置换 x 的 符号 , 即 
1 ， z 为 偶 置 换 
VrE ssenr = {| x 为 奇 置换 

(2) 交 错 型 

设 wo 为 了 上 的 下- 线性 型 . 若 w(x ，…%) 满 足 : 一 旦 有 两 个 分 量 取 值 相等 , 则 w 
(zx1，…,%;) 便 取 值 为 0. 此 时 称 w 为 一 个 交错 有 - 线性 型 . 

交错 型 与 斜 对 称 型 有 如 下 关系 :每 个 交错 的 -线性 型 必 为 斜 对 称 的 ;反之 , 当 线 性 
空间 VV 的 系数 域 的 特征 不 为 2 时 ,每 个 斜 对 称 的 -线性 型 也 必 为 交错 -线性 型 . 

下 述 定理 表明 :对 一 个 n 维 向 量 空 间 V 中 的 nn 个 向 量 xi，… ,x ,和 x1,…,%,| 的 线性 相 
关 性 可 借助 于 VV 上 的 任何 一 个 非 零 交错 n -线性 型 w 来 判定 . 

定理 1.2.2 设 dimgV=n,xi,…,x, 为 V 中 的 n 个 向 量 ,w 为 一 个 V 上 的 非 零 交错 
n -线性 型 , 则 : 

(2 为 了 ind. 3 w(x ,x ) #0. 

(2) 若 w' 也 为 V 上 的 一 个 非 零 交 错 n -线性 型 , 则 w 与 w' 必 线性 相关 . 

证 明 : (1)=> 1x1,…,%| 为 工 .ind., 则 1x ,…, x] 构成 的 一 组 基 . 车 w(xi，…， 
%)=0, 则 VYV (yi,…,7)EVx… x 了 ,将 yy 写成 x1，,…,%, 的 线性 组 合 ,展开 w( yi,…， 
y; ) 后 即 得 到 0, 这 导致 w=0, 矛 盾 . 

< 若 x1,…,%s 线性 相关 , 则 不 妨 说 x = azx2 +… + au, 于 是 w(aaxs ++…++ 
QnXxn ，%2，"… ;Xa ) =0), 丰 盾 于 w(x1,…, x, ) 0. 

(2) 取 {el ,…,e, | 为 V 的 一 组 基 .y (y,,…,y,)EVx…xV, 有 


. CI ”Qin 
(yy)=(elyen)| : : 
Qn a 


all Gln 
wy ys) = w(e1,"… ,en)X 某 个 的 元 | : : 
Qn 


w’ (Yi, ) =w (el,", es) x 某 个 的 元 c' .注意 到 c=c ,而 w(el,…,e,) 与 w’ (ei, 


决定 ;同样 地 ， 
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…,@, ) 显 然 是 线性 相关 的 ,因此 ,w 与 w' 线 性 相关 ， 
口 
定理 1.2.2 中 的 (2) 表 明 , 对 n 维 向 量 空间 VV 而 言 , Y 上 的 交错 n -线性 型 构成 的 空间 
的 维 数 <1. 进 一 步 , 我 们 还 有 : 

定理 1.2.3 设 dimry= nm. 则 

(1) 当 > nn 时 ,V 上 的 交错 -线性 型 只 有 1 个 ,为 0; 

(2)V 上 的 交错 -线性 型 构成 的 空间 是 1 维 的 . 

证 明 : (1) 当 和 > n 时 ,任何 上 个 向 量 x1 ,… ,x 均 是 线性 相关 ,从 而 了 上 的 交错 上 - 线 
性 型 均 为 0. 

(2) 当 =n 时 ,只 和 需 证 明 VV 上 存在 一 个 非 零 的 交错 k -线性 型 即 可 .使 用 归纳 法 . 当 
n=1 时 ,显然 存在 非 零 交错 1 - 线性 型 (事实 上 ,六 的 任何 一 个 非 零 元 即 是 一 例 ) . 

设 n=1 时 ,存在 一 个 非 零 交 错 1 -线性 型 bv. 则 对 n= 1+1 时 , 先 对 Vy 的 一 个 1 维 子 
空间 殉 取 其 一 个 非 零 交错 1 - 线性 型 v, 将 v《(pw《x1),… ,pw《%i)) 仍 记 为 ov, 这 里 x ,…， 
xjETY,py 表示 V 到 下 的 一 个 投射 ,此 时 vw 便 为 VY 上 的 一 个 交错 1 - 线性 型 .于 是 3 向量 
x ,XCV 使 得 v(x1,…,xi) 源 0. 再 取 好, span|x1，…, | ,于 是 空间 x?,1 + 


spanj xi ,xi 上 = 素 xGspanlz ,xz 即 为 空间 V, 其 中 1 和 x,…, x? ,x9,1|} 构 成 的 一 
组 基 , 这 里 利用 了 定理 1.2.2 中 的 (1). 
在 的 对 偶 基 (的 ,…,(xi.1) 中 , 令 w= (x1w1)" , 则 为 V 到 天 的 线性 函数 且 满 
足 
u(x ) = = u(x )=0 
(Gs 0 
构造 w(x ,… ,Xi ,Xxi41) 如 下 : 


| 2 ,1 + DCv Cy, x u(r)) | vx, Xi) uw) 


其 中 v(x,…,%i) 表 示 v(ps《(x1),… ,pe《%1)) ,xX1，… ,Xi Kivi 全 V, 这 里 (i,1+1) 表 示 对 i 
与 1+1 进行 互 换 , 则 容易 验证 : 
oz 关 0, 且 o 为 (1+1) -线性 型 ; 
@ 设 x; = zx;, 则 
wy ti) 
= (Ks X23 KI UK) FV KI RN UN) 一 OCX 1) (Ks ) 
-人 ij<l+tl 
0 i,j 中 有 一 个 为 +1 时 
因此 w 为 交错 型 . 


矩阵 分 析 


1.3 线性 变换 的 表示 阵 、 


对 线性 空间 pV 和 pW, 选 定 V 的 一 组 基 | 6 ,…, 纪 | 和 WW 的 一 组 基 | 7 ,…, 妨 ] , 则 映 
照 $:L(V, 玉 ) 一 FF"*"($(o)=[oj, 其 中 [o] 由 式 子 ol 名 ,… ,后 ) = (7,…, 4)[oj] 唯 一 
决定 ) 建 立 了 上 L(V, 下) 到 有 "之 间 的 一 一 对 应 ,通常 称 矩 阵 [ a] 为 o 在 基 |&1,… ,和 
{m1，…, 7,| 下 的 表示 答 阵 . 易 知 只 要 or 有 定义 ,就 有 [or] =[o][r]. 借 助 于 线性 变换 的 
表示 阵 ,我 们 可 将 矩阵 看 成 线性 变换 ,同时 又 可 通过 研究 矩阵 来 研究 线性 变换 .因此 ,可 以 
说 矩阵 理论 也 就 是 向 量 空间 的 线性 变换 理论 . 

下 面 几 个 结论 是 显然 的 . 

(1) 设 dimpV=n,o€EL(V,V), 则 o 为 同 构 全 o 为 单 射 全 5 为 满 射 . 

(2) YoEL(V,V), 若 1 ,… ,6 ,171,…, 7) 为 V 的 两 组 基 , 则 oo 在 {6&1,…,&} 下 
的 表示 阵 与 o 在 17 ,…, wm, 1 下 的 表示 阵 是 相似 矩 阵 ,这 里 o 在 1 ,…, | 下 的 表示 阵 是 
指 通过 o(&1,… ,6) = (6&1,…,)M 所 确定 的 矩阵 MM. 

(3) 设 cEL(V,V),dimzV =n. 若 殉 是 V 的 不 变 子 空间 , 则 在 适当 选取 Vy 的 基 下 ,o 


A! Ah, 

的 表示 阵 可 为 4 的 形式 ,其 中 4 ,4 均 为 方 阵 . 

(4)n 阶 方 阵 4 可 相似 于 对 角 块 形式 | 出 当 且 仅 当 将 4 看 成 4 维 向 量 空间 V 上 的 线 
性 变换 时 有 不 变 空间 WW 和 WW 满足 了 = W, 由 取 . 

有 时 ,将 矩阵 看 成 线性 变换 后 能 有 助 于 较 方便 地 获得 有 关 矩 阵 的 相关 结果 ,如 下 述 定 
理 中 的 (3) . 

定理 1.3.1 设 4EC”…", 则 以 下 几 条 成 立 . 

(1) 若 秩 4=o>1, 则 4 可 解 为 4= 41+… + 4,, 其 中 秩 4;=1(i=1,2,…,p). 
8 


pb, 


(2) 秩 4 三 1 等 价 于 4, 可 写成 4= (can) ,其 中 局 与 均 属于 C(i= 1,2， 


,nn). 
(3) 3 可 逆 的 PE C"?" ,使 得 (PA4)? = Ph. 
证 明 : 让 {6&，,… ,| 为 eV 的 一 组 基 , 将 4 看 成 下 列 线性 变换 : 
o:V>V 
o(G ,4 
(1D) 秩 4=p dimo(V)=p 二 o(V)=span{oxi,… 0x61, 其 中 joxi,…,oxs} 为 Im og 


的 一 组 基 , 结 果 ,o(V)= GC ox 由 … 中 C ox, .考察 映照 : V—>o( 一 >C COM; >y, 其 中 
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Ti 为 投射 ,4， 为 凡人 . 则 Amo EL( V, T) ， 三 3 Airo ,注意 到 ANio 是 秩 为 1 的 线性 变 


换 ,因此 4 = [Xxo], 如 所 愿 . 


(2) 一 ” 当 秩 4=0 时 ,4= 0 0 


so- ,0). 当 秩 4 = 1 时 ,4 有 分 解 ,4= P| ”0o， 


其 中 已 、O 可 北 . 注意 到 P 。 9 i: 的 i 4 . 族 


‘| ke 机 qin) 
Pri 


生 显然 . 
(3) 让 R 与 N 分 别 表示 o 的 象 空 间 与 零 空 间 , 取 R 的 基 为 {x,,…,%,| ,将 其 扩充 为 了 
o(y1)= xl 
| : , 则 y;,… ,yy 线性 无 关 , 又 
o(y,)= xn 


将 |y,…,y,| 并 上 NW 的 一 组 基 |[y,,1,…,y, | 得 V 的 基 {[yy… ,yo ;Yor1，… ,Ys1. 令 线性 变 
换 r 为 
TV>V,r(w) = 7.(i=1,2,.…,n) 
于 是 * 为 可 逆 的 , 且 
rwo(y)=y(i=1,2,.…,0),ro(y) = de n) 
因此 (mw)? = w. 令 在 基 |&1,… ,1 下 的 表示 阵 为 P, 则 有 (了 P4)? = 


定义 1.3.1 设 AEL(V,V), 其 中 VV 为 域 F 上 的 有 限 维 向 量 空 间 , 线 性 变换 : 
A':V'—>V’ 
y>[A-,y]j=y(A-) 
称 为 4 的 伴随 变换 或 对 偶 , 有 时 也 简称 为 4 的 伴随 . 
显 见 ,4 的 伴随 和 有 如 下 性 质 :¥y x EV,YyyEV ,Lhx,y]=[x,A'y], 因 此 :4 与 
之 间 可 由 下 列 式 子 将 它们 联系 起 来 : 
[A-,-]=[-,4-] 
进一步 ,映射 
yi:L( V,VD>L(V’ ,VV’ ),A—>A’ 
实际 上 建立 了 L(V,V) 到 L(V” ,V" ) 的 一 个 反 代 数 同 构 . 
现 假定 1& ,… ,| 为 V 的 一 组 基 , | 人 ，…,é&; | 为 其 对 偶 基 .由 前 面 已 知 ,4 在 |&,， 
…,é&| 下 有 表示 阵 4 = (ay ) .现在 来 考察 4A!' 在 其 基 { 6 ,…,&* | 下 的 表示 阵 [ A'] .注意 到 
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有 等 式 : 
4 全 = 人 14] 
因此 [4 ] 的 (人 ,四 位 置 元 素 为 [和 ,46 ]. 
但 
[和 4 1]= 1Aé,,é7 | 
=[ ant + + oané,, er ] 
= a; 
因此 [4'] = 4 (4 的 转 置 ) . 
下 面 进一步 给 出 几 类 重要 的 线性 变换 的 表示 矩阵 . 
( 工 ) 射 影 的 表示 阵 
设 V=M 旬 N,ps 为 V 到 及 的 投射 ,Py:V 一 >M 一 >V 称 为 沿 NN 到 M 上 的 射影 . 
对 于 一 个 给 定 的 EL(V,TV) ,容易 验证 :五 为 某 子 空间 上 的 射影 会 =ESS(1-8)》 
=(1 - 玖 ) .进一步 ,若是 沿 入 到 WM 上 的 射影 , 则 M= ixEV|Ex=x},N= |xE€EV 
| Ex =0} = kerE, 而 1- 为 沿 M 到 NN 上 的 射影 .因此 ,任何 一 个 射影 的 表示 阵 即 为 蜘 等 
阵 ; 反 之 任何 一 个 窜 等 阵 也 可 看 成 一 个 射影 . 
( 卫 ) 内 积 空间 中 共 罗 伴 随 的 表示 阵 
所 谓 内 积 空间 是 指 赋予 了 一 个 内 积 《. ) 的 向 量 空间 .对 一 个 有 限 维 向 量 空间 Y 而 言 ， 
设 中 为 V 的 子 空间 ,通常 满足 MN = 的 子 空间 NN 未 必 唯 一 .但 VV 为 有 限 维 内 积 空 间 
时 ,满足 屠 @N=V 且 NLM 的 入 却 只 有 1 个 , 它 就 是 YM 的 正 交 补 ML . 现 设 (V,《(*)) 为 
n 维 内 积 空间 ,AEL(V, 了) .通过 令 
《hx,y) = (xy y), 对 每 个 xEV 成 立 
来 定义 一 个 了 到 的 线性 变换 h" ,注意 :这 里 用 到 了 Riese 表示 定理 ,从 而 使 定义 合理 . 
该 A" 通常 称 为 4 的 共 力 伴随 . 若 4 在 标准 正 交 基 {e ,…, e, | 下 的 表示 阵 为 4, 那么 h'* 在 
ie ,"…,e,| 下 的 表示 阵 L A“ ] 会 是 怎样 呢 ? 
事实 上 ,4 (el,…,e,)=(ey,…,e,)[A" ]=>[A" ] 的 (i, 门 位 置 元 素 为 (4h* 6 ,ei). 
但 
(A’e,e)=(e,A" e) 
= (he,, e;) 


= (Que 十 十 Qnrien， ej7 


= 不 
因此 [4" ] = 4 ”( 转 置 共 恩 ) . 

对 内 积 空间 V 上 的 一 个 线性 变换 E, 若 j M<V,s.t.V= M 全 M+ , 且 下 = P ,此 时 我 
们 就 称 5 为 M 上 的 一 个 垂直 射影 .直接 验证 可 知 , 下 列 命题 成 立 . 

命题 1.3.1 设 互 为 有 限 维 内 积 之 间 了 上 的 线性 变换 , 则 以 下 等 价 : 

(1)E 为 垂直 射影 . 

(2) 忆 = 民 = 忆 ;2) 瑟 在 了 的 任何 一 组 标 正 荐 的 表示 阵 均 为 自 花 才 等 阵 . 
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(3)E=F, 对 YxEV,H NED<lxl. 


证 明 : (1) 寺 (2) = Px, 其 中 MM 满足 V= MOMi,V MV.E 的 寡 等 性 是 显 
然 的 .下 证 EE= E* . 取 1 的 一 组 标 正 基 拼 上 M+ 的 一 组 标 正 基 得 V 的 一 组 标 正 基 B. 则 
在 及 下 的 表示 阵 为 | ” ,进而 "在 B 下 的 表示 阵 为 | ” | ={” ,从 而 = 

(2) 一 (1) 首先 由 = 所 知 E 为 射影 .于 是 V=ImE 名 kerE.YxEkerEb,VyE 
ImE,y 可 表 为 y= kz. 于 是 

(x,y) = (x, Ez) 
= (x,E’ z) 
= (Fx,z) 
=(《0,z)=0 
这 表明 kerE_ | ImE .因此 EF 为 垂直 射影 . 
(1) 一 (3) YxEV, 有 
| 1 = Ex, Ex) 
=(x,E' Ex) 
= (x, Ex) 
<lx|’l me 有 
结果 上 应 外 三 1 x|. 

(3) 一 (1) 由 = 及 得 V=ImE kerE. 下 证 ImE_LkerE 即 可 .为 此 ,将 V 写 为 V= 
(kerE)+OkerE .于 是 Ya€E(kerE)+, Ea - a EkerB ,进而 Ea 可 写 为 fx = a+y, 其 中 y€ 
kerE 且 a_| yy. 结果 

Hal:s= | El = al?+thyl? 
导致 y =0,(kerE)+ CImE. 由 dim ImE = dim(kerE)+ 立 即 为 :Im = (kerE)+. 


关于 和 客 等 阵 的 组 合 ,给 出 如 下 两 个 命题 . 

命题 1.3.2 设 F 表 示 数 域 .4, BEF"”",A?=4,B =B, 则 

(1)4 + B 仍 宕 等 合 4B = Bh =0. 进 一 步 4+ 8B 仍 窒 等 时 ,ker(A + B) = kerA 站 kerB， 
Im(A + 8B) = ImA DImB. 

(2)4 - 8 仍 窜 等 合 4B = B4 = B. 进 一 步 4 - B 仍 窜 等 时 ,ker(A - B)= ker4 由 
ImB,Im(A - B) = ImA (NkerB. 

(3) 若 C= A4B = Bh, 则 C 仍 宕 等 且 kerC = kerA + kerB,ImC = ImA 们 ImB. 

证 明 : (1)(4+B) =4+ 了 一 42+4B+BM+ 玉 =4+ 有 8 一 4B8= -Bh. 因 此 有 4B = 
A4B = - ABA 及 4B4= -Bh4= - BA 同时 成 立 .这 表明 4B = Bh ,故此 时 4B = BA =0. 反 
之 显然 . 当 4 + B 震 等 时 ,有 

ker(A+B)= {xEPF"*'|(A+B)x=0} 


矩阵 分 析 


=|xEE"*!|Ax= ~ Bx| 


2 = 二 
人 ABx a 0 因此 ker( A 十 B) = kerh 门 kerB. 易 知 
Bx=0 Bx=0 


此 时 Im(4 + B)=ImA DImB. 

(2) 考 虑 了- (4 - B) 即 可 . 

(3) VY xEkerC, ABx =0=>BxE kerh .注意 到 %= Bx+(1- 8B)x, 因 此 kerC Cker4+ 
kerB ,ker4 + kerB CkerC 是 显然 的 ,因此 kerC = ker4 + kerB. 易 知 ImC = ImA 站 ImB. 

口 

命题 1.3.3 设 41,…,4, 均 为 自 共 斩 宕 等 "” 阶 方 阵 , 则 4 + … + 4, 仍 为 宕 等 阵 全 
44 =0 对 任意 的 izj. 

证 明 : 二 ”将 4; +…+ 4 分别 看 成 垂直 射影 , 且 假 定 4 = 4, +… + 4, 仍 是 垂直 射 
影 .VxzEIm4, 有 


由 如 = - Br 导致 


| xl? > IA? = (Ax,Ax) = (A' Ax,x) 

(DAjx, x) = 2 (Ajx, x) 
= 2 | Ax |* = Ax) 
= | xl? 

结果 4x =0(j 关 i 时 ) ,也 就 是 44; =0 对 ij 

和 显然 . 


口 
命题 1.3.4 设 4,8B 均 为 自 共 轿 阵 ,记号 4<B 表示 B- 4 为 半 正 定 阵 . 若 4,B 均 
为 自 共 思 窜 等 阵 , 则 有 以 下 几 条 等 价 : 
(1D)A<B; 
(2)YyxEC"" 有 WAxl< | Bx; 
(3)ImA CImB; 
(4)BA= 4; 
(5)AB= 4. 
证 明 : (1 一 (2) 0<((B-A)x,x)=(Br,x)- (Ar,x)= Br)? -| Ar)?. 
(2) 一 (3) 任 取 xEm4, jx 外 = 三 让 mlxll ,从 而 外 Bl= 1 xl， 
再 由 B 为 自 共 斩 才 等 导致 x€ ImB . 
(3) 一 (4) 显然 . 
(4) 全 (5) 两 边 取 转 置 共 斩 即 可 . 
(4) 一 (1) ((B-A)x,x)=《B(I-A)x,x). 由 B(1-4)=(1- 4)B 知 B(1- 4) 仍 
是 略 等 自 共 灵 阵 , 故 ((B- 4)x,x)=《B(1- 4A)x,B(1- 4)x)=0, 即 有 BB 二 4. 
口 
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( 焉 ) 保 距 变换 的 表示 阵 
对 内 积 空 间 (V,《* )) ,有 一 种 特殊 的 线性 变换 一 一 保 距 变 换 , 它 被 定义 为 : Vx,yET 
均 有 上 Ux - Uy = x--y 上 | 的 线性 变换 U, 这 里 上 ‖: | 为 通常 的 欧 几 里 得 范 数 , 由 于 下 
列 几 条 等 价 : 
(1) 7 为 保 距 变 换 ; 
(2)U*U=1; 
(3)Ux, Uy)= (x,7), VxyyETi 
(4) | Uz) = | xl ,yxEV; 
(5) 7 将 标 正 基 变 换 为 标 正 基 . 
因此 , 当 内 积 空间 为 欧 氏 空间 时 , 7 在 任何 一 组 标 正 基 下 的 表示 阵 为 正 交 阵 ; 当 内 积 
空间 为 本 空间 时 , 7 在 任何 标 正 基 下 的 表示 阵 为 酉 矩阵 .下 面 给 出 正 交 阵 的 标准 型 ,关于 
西 矩 阵 标准 型 的 相关 结果 在 下 一 章 的 定理 2.3.3 中 给 出 .为 了 给 出 实 正 交 阵 的 标准 型 , 先 
来 介绍 实 向 量 空间 的 复 化 空间 的 有 关 知 识 . 
让 了 为 实 向 量 空间 ,定义 集合 V!: 为 
V' = V+iV= {a+iB|a,BEV,i 为 未 定 元 ,Y= -1 
进一步 定义 复数 与 V* 中 元 之 间 的 纯 量 乘法 如 下 : 
(at+bD)(a+iB)= (aa - 88) +i(ba + o8), 对 Y a+ biEC 和 Va +iBEV' 
容易 知道 ,此 V! 构成 CG 上 的 一 个 向 量 空间 ,该 空间 便 称 为 ay 的 复 化 空间 .nV 的 复 化 
空间 eV* 有 如 下 人 性质 : 
(DaV’ =gV 由 (iv); 
(2) 若 16&1,… ,| 为 gy 中 的 一 个 线性 无 关 向 量 集 , 则 1&,,…,& | 在 eV 中 也 为 关于 C 
的 线性 无 关 向 量 集 ,因此 不 难 发 现 dimgV = dimeV* . 
现 将 aV 中 的 每 个 线性 变换 4 , 按 如 下 方式 扩展 为 eVY* 中 的 线性 变换 4+ : 
A++ 
at+ip>4a+i4p 
则 有 了 映照 荆 : L(gV,gV) 一 L(eV' ,eV' )(A 一 h* ) 保 持 加 法 、 乘 法 以 及 关于 实数 的 纯 量 乘 
法 .倘若 4 在 gV 的 某 基 |6 ,… ,| 下 的 表示 阵 为 4, 则 有 A! 在 {6&1,…,&,| 下 的 表示 阵 也 
为 4. 对 实 向 量 空间 进行 复 化 ,一 个 直接 的 应 用 是 ,我 们 能 轻易 地 证 得 如 下 结论 : 
定理 1.3.2 n 维 实 向 量 空间 V 中 的 每 一 个 线性 变换 4 ,都 有 一 个 维 数 等 于 1 或 2 的 
子 空间 作为 4 的 不 变 子 空间 . 
证 明 : 设 4 的 一 个 特征 值 为 x + iy, 相 应 于 此 特征 值 的 一 个 特征 向 量 是 a + ip, 则 由 
Aa+ihB =4 (aa+ip)=(z+iy)(a+ip) 
=(xa -8B)+i(tB+ ya) 
得 : 
人 =xXx -yp 
AB= B+ ya 
因此 ,span{a ,B81 作为 aV 的 子 空间 是 4 的 不 变 子 空间 . 
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当 被 复 化 的 实 向 量 空间 为 欧 氏 空间 (V,《*)) 时 ,eV* 还 可 通过 引进 下 列 内 积 ,从 而 使 
之 成 为 西 空间 : 《al + iBi,as +iBy) = 《ai,a2)+ 《Bi,B) +i((Bi,a2)-《al,PB,)), 其 中 aj， 
Bi,azsB2EV. 此 时 , a+iB8B?= ej?+ 上 B81? 对 任何 a,B8EV 此 成 立 . 
有 了 以 上 知识 , 现 着 手 研 究 正 交 和 矩阵 的 标准 型 问题 . 设 U 为 n 阶 实 正 交 阵 . 我 们 考察 
n 维 实 内 积 空 间 V 相应 于 U 的 正 交 变换 如 .将 V 复 化 为 西 空间 eV = V+iV, 同 时 也 将 UU 
复 化 为 V' , 则 有 好: 仍 为 酉 变换. 稍 作 推导 即 知 ,V!* 还 有 以 下 性 质 : 
(1) UV: 的 非 实 特征 值 必 共 斩 成 对 出 现 . 者 用 ( 广 ) 表示 V' 关于 4 的 特征 子 空间 , 则 
映照 y:(V' ), 一 (V' ) ,vz 一 为 一 一 对 应 . 
(2) VV?* 的 西 性 保证 了 V' 的 任 两 个 互 异 特征 子 空间 相互 垂直 .进一步 , 当 特 征 值 不 
为 实数 时 ,车 a +iB8E《V' ); , 则 由 a +i8=a-iBE(V')i 及 (a +iB,a+iB) =0 得 : 
alB 
1 
lall=181l -万 
因此 ,车 {fp = aa +iB1，… ,Th = ow +iB| 为 (V*); 的 标 正 基 , 则 | ,…, 友 | 为 (V* ); 
的 标 正 基 , 进 而 M2ai ,… WwW2as|U W281,…W2Bs| 为 V 中 一 个 标准 正 交 系 . 
(3) VV! 的 特征 值 均 坐 落 在 单位 圆周 上 . 若 用 Vi 表示 如 关于 1 的 了 的 特征 子 空间 及 
到 为 VV 的 一 组 标 正 基 ; 7_;, 表 示 妈 关于 - 工 的 了 的 特征 子 空间 及 了 _, 为 了 _, 的 一 组 标 正 
基 , 则 由 于 


| at+ 认 | 


人 = V+iy, 
(V+)_ = +iy ， 
得 :内 ,7_ ,分别 也 是 (8 ) 及 (V' ) ;的 标 正 基 . 


综 上 所 述 有 : 
”= ( 三 ) 由 ( 三 ) ,中 ( V’ ) 由 ( 三 ) DO Vv” ), DO( 三 i 
取 的 | 标 正 基 ee 取 标 | 正 基 a 
y {> = Ql + iB 
1 . ms _ oo 1 Bs a 
则 有 : 


六 U 了 -_1 U KM2a， » WN 2aa iU W2B ， ,NZBs UU-. 
UKM5a Za TU W2B NB | 
构成 7 的 一 组 标 正 基 , 在 基 : 
六 U Yi U W201 2B ;" MW2aw i -28, 页 | U… U M2a 2 3 2 2B | 


下 的 表示 阵 为 
12 


第 1 章 线性 变换 的 矩阵 表示 


一 工 
cos0 sin0 


—sing cos6 


这 就 是 正 交 和 矩阵 在 正 交 相似 下 的 标准 型 

(区 ) 秩 为 工 的 自 伴 变换 的 表示 阵 

对 有 限 维 内 积 空间 (Y,〈 :> 上 的 一 个 线性 变换 4 , 记 其 在 了 的 一 组 标 正 基 下 的 表示 
阵 为 4. 若 满足 4"” =4, 则 4 称 为 一 个 自 伴 变 换 . 此 时 4 为 熟知 的 自 共 轿 阵 .一 般 地 ,我 们 

(1) 严 格 正 变换 ( 即 4 自 伴 且 (4x ,x〉> 0, V0zxEV)<>4 为 半 正 定 阵 ; 

(2) 正 变换 ( 即 4 自 伴 且 (4x ,x)=0,VOxAxzETY)< 4 为 半 正 定 阵 ; 

(3) 规 范 变换 ( 即 4 4= 44 )* ~4 为 规范 阵 ( 即 可 西 相似 对 角 化 的 矩阵 ) . 

定理 1.3.3 设 4 为 秩 是 1 的 nn 维 内 积 空间 (了 ,>) 上 的 目 伴 变换 , 则 4 在 Y 的 每 个 
标 正 基 下 的 表示 阵 4 均 可 写成 


bi 
kl : 
hb, 
之 形式 .反之 ,给 定 n 维 内 积 空间 (V,《*)) 上 的 一 个 线性 变换 4 , 若 4 在 的 某 标 正 基 下 


的 表示 阵 具 有 上 述 之 形式 , 则 A& 必 为 秩 是 1 的 自 伴 变换 . 
证 明 : 只 需 证 前 半 部 分 .由 于 4 为 秩 是 1 的 自 共 轿 阵 , 故 4 可 西 相似 于 对 角 阵 : 


(Bl … BB.) (0 及 ,B;,…, 不 全 为 0) 


hb 


B 


其 中 & 为 实数 . 令 U 的 第 一 列 为 | : |, 则 


该 定理 1.3.3 有 一 个 直接 的 推论 : 
推论 1.3.1 (Hadamard 定理 ) 两 个 半 正 定 阵 的 Hadamard 积 仍 为 半 正 定 阵 . 
证 明 : 设 4,B 均 为 半 正 定 阵 , 秩 4 =7, 秩 B = s, 则 4 可 分 解 为 r 个 秩 为 1 的 半 正 定 
13 
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阵 之 和 , 8B 可 分 解 为 * 个 秩 为 1 的 半 正 定 阵 之 和 . 

因此 ,只 须 对 两 个 秩 为 工 的 半 正 定 阵 证 明 其 Hadamard 积 仍 为 半 正 定 阵 即 可 . 故 不 妨 
设 秩 4=1, 秩 B=1. 

由 定理 1.3.3 知 : 


”二 BB;* XI = By: By 


b 
BY 
结果 ,4-B=(aj-b)=| :; (BY … hy,) 为 半 正 定 阵 . 


习题 一 


1. 任 给 单位 向 量 EC ,oo| =1, 抢 阵 瑟 (wo) = 1 -2ww” 称 为 一 个 初等 House- 
holder 阵 或 Householder 变换 阵 .证 明 初 等 Householder 阵 具 有 下 列 性 质 : 

(1)H(w) 为 自 共 思 e 西 阵 , 行 列 式 为 -1; 

(2)YVa,BEC"'(n>1), 存 在 n 阶 Householder 阵 有 H(w) 使 H(w)a = 8 的 充 要 条 件 


是 等 式 组 [“,“ -BB 


a PS 
a B= 8" a 
2. 设 a€E C" .证明 : 存 在 Householder 阵 H(w) 使 得 H(w)x = aer, 其 中 aEC,el= 
(1,0,°…,0) EEC". 
3. 设 4,B8,C 是 n 阶 复方 阵 , 满 足 C44” = B44" ,证明 C4 = BA. 
4. 设 AEC"", 证 明 Hadamard 不 等 式 : | detA? | < TI > | ev 有. 


i=1 j=1 
Ci 


5. 设 【为 西 阵 ,4 = .证 明 : U4 的 特征 值 wx 满足 严 反 jz 三 允 , 其 中 改 


-| | Mw) el 
6. 证 明 : 复数 域 上 每 个 正规 矩阵 4 = (ay ) 至 少 有 一 个 特征 值 4%, 满足 | ,| > 
max| o | . 
” 7, 证 明 : 每 个 交错 的 -线性 型 必 为 斜 对 称 的 ;反之 , 当 线 性 空间 了 的 系数 域 下 的 特 
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征 不 为 2 时 ,每 个 斜 对 称 的 -线性 型 也 必 为 交错 -线性 型 . 

8. 设 B 是 正定 矩阵 , 4 为 与 B 同 阶 的 矩阵 .车 有 a0 满足 4 = 3Ba, 则 称 A 是 4 关 
于 8B 的 相应 特征 值 ,a 是 使 4 关于 B 的 相应 于 4 的 相对 特征 向 量 . 试 证 明 : 当 4 是 Hemite 
矩阵 时 ,4 关于 B 的 相应 特征 值 为 实数 且 相 应 的 相对 特征 向 量 可 组 成 完全 和 集 . 

9. 设 B 是 实 正 定 和 矩阵 , $ 是 实 反对 称 和 矩阵 .证 明 det( B+ 5)>detB. 

10. 设 6G 是 灵 上 nn 阶 非 奇 异 和 矩阵 全 体 ,五 是 由 n 阶 对 称 和 矩阵 组 成 的 G 的 乘法 子 群 . 
证 明 存 在 fH 中 所 有 甜 阵 共有 的 非 零 特 征 向 量 . 

11. 设 B 是 实 正 交 正定 矩阵 , 则 B= 了 . 

12. 设 个 不 全 为 0 的 实 常数 为 a ,a;,…, a. 求 zr 个 未 知 数 x (j,k=1,2,…,n) 
的 如 下 线性 方程 组 的 解 空 间 : VEAL 一 Kad = 0(2,j,1,k=1,2,°,n). 

13. 证 明 ; 西 空间 中 两 个 可 换 的 酉 算 子 有 公共 特征 向 量 组 成 的 标 正 基 . 
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给 定 mx n 阶 矩 阵 4,4 可 化 为 4=P( 0 0 ,其 中 + =rankA, P,0 尼 可 道 .显然 4 


还 可 以 写成 4= ?7 (1，0)0. 让 的 前 + 列 记 为 G,0 的 前 7 行 记 为 及 ,于 是 4 Gh， 
GH 便 是 我 们 熟知 的 满 秩 分 解 , 它 是 众多 矩阵 分 解 中 的 一 种 .综观 矩阵 代数 , 符 阵 分 解 是 
解剖 矩阵 结构 的 重要 手段 之 一 ,其 本 质 是 ,通过 建立 相应 的 矩阵 分 解 , 从 而 使 某 些 问题 得 
以 简化 和 分 解 ,进而 更 加 清晰 地 获取 矩阵 的 相关 特性 .本 章 主 要 讲述 几 种 常见 而 又 重要 的 
矩阵 分 解 ,他 们 中 有 些 在 矩阵 计算 中 发 挥 重要 的 作用 ,有 些 则 在 理论 证 明 中 扮演 着 关键 的 
角色 . 


2.1 Jordan 分 解 与 Frobenius 分 解 


矩阵 的 Jordan 分 解 定理 在 某 种 意义 上 可 看 成 是 矩阵 分 解 理论 的 制高点 ,其 定理 内 容 
如 下 : 
定理 2.1.1 设 AE CG"", 则 存在 可 道 和 矩阵 TE C "使 得 
A = TIT-! 


(41) 4 


其 中 了 = 


,J (Ai) = ", 1 y 71 十 … 和 十 11 二 史 ， 


A n. xn, 
X11,…,4s 可 以 相同 ,也 可 以 不 同 .进一步 ,J 除了 若 当 块 顺 序 外 是 唯一 的 . 
一 般 地 , 称 4= 7JT"' 为 4 的 Jordan 分 解 ,J 是 4 的 Jordan 标准 型 .该 定理 的 证 明 可 
以 有 多 种 途径 : 
途径 一 : 使 用 4 - 阵 理论 . 
设 A4,BE CG"”", 则 在 CG 上 有 : 
A~B 革 A-4 与 41-B 在 C 上 等 价 ; 
人 咏 4 与 B 有 相同 的 不 变 因子 组 ; 
人 A- 4 与 1- B 有 相同 的 行列 式 因 子 组 ; 
今 在 GC 上 4 与 B 有 相同 的 初等 因子 组 . 
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设 4 的 初等 因子 组 为 : (4 - 1 (1 -2 和 (1 和) ,其 中 41,…,4, 可 以 相 
同 ,也 可 以 不 同 ;同样 ,nj ,…,n, 可 以 相同 ,也 可 以 不 同 .那么 每 一 个 初等 因子 (1 - 4,)" 对 
应 于 一 个 Jordan 块 : 


A 1 
J (4,;) 二 1 
A 
于 是 ,这 些 Jordan 块 构成 一 个 Jordan 阵 : 
J (41) 
J= 
J (4,) 


直接 计算 可 知 ,J 的 初等 因子 组 与 4 的 初等 因子 组 是 相同 的 , 故 了 与 4 相似 .倘若 另 
一 个 Jordan 阵 了 与 4 相似 , 则 由 于 了 与 4 有 相同 的 初等 因子 组 ,从 而 了 与 了 除了 其 中 
Jordan 块 顺序 外 是 相同 的 . 

途径 二 : 使 用 线性 变换 语言 . 

首先 , 令 4 为 Y= CG" 在 选 定 标 正 基 |e, ,…,e, | 下 所 代表 的 线性 变换 a , 取 4 的 特征 多 
项 式 的 标准 分 解 为 4) = (4 一 X41)1…(4 一 4A,)", 则 可 分 解 为 a 的 不 变 子 空间 的 直 和 : 

V= VO@-…Or. 
其 中 屎 = 人 | (MO0=05E VI,i=1,2,…,s. 现 让 B=(a -41)|;, 则 8B 宕 零 ， 
pz =0. 由 B; 客 零 知 ,V 中 存在 如 下 形式 的 一 组 基 ( 其 推导 可 参见 北大 《高 等 代数 》)，: 


Ql :az : :ar 


(Baal =0,8 Pa =0,.…, Ba, =0) 
于 是 8 在 该 组 基 下 的 表示 阵 可 为 
0 1 


0 1 
] 
0 
一 一 
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从 而 a| » = B+Ad 在 该 基 下 的 表示 阵 为 : 


Ai 


各 

把 每 个 V 上 的 上 述 基 合 起 来 构成 V 的 基 , 则 a 在 该 基 下 的 表示 阵 为 一 个 Jordan 标准 型 

其 次 , 设 4 为 4 的 特征 值 ,证 明 4 的 Jordan 标准 型 中 以 A 为 特征 值 、 阶 为 1 的 Jordan 
块 个 数 是 

Tl t+ Ti -2n 

其 中 m =rank(M -4)'. 由 于 n+ ri ~2n 只 跟 4 与 + 有 关 , 从 而 4 的 Jordan 标准 型 的 
唯一 性 获 证 . 

事实 上 ,因为 4= 7T17-, 则 有 AM-4= 7T(A -J)7-!. 对 于 任何 正 整数 !, 均 有 (2M7- 
4)=TC- Ji 人 -从 而 rmank(M7- 4)'=rank(X1- J)'. 但 
(A ~ 1 (41)) 
(MT- J)'= 


17 0)) 
因此 ,对 (X41 - J)' 中 的 每 一 个 对 角 块 (X41 - (41))' 均 有 : 
AAi , 则 rank(X7 - J (4))’ = 7 


n;-1， 当 lL<n, 时 
厦 4=%, 则 makG7- G0)) = 人 当 l=n 时 
结果 有 
0,A; 关 A 
rank(AT ~ J (Ai))! ~ rank(2T — J (21)) |e = 有 lzn 
1,A4:=ABl<n, 


考察 的 对 角 块 元 : J。(X1),…, J。(4,) .这 些 对 角 块 元 中 以 4 为 特征 值 , 阶 数 大 于 4 的 每 
个 J (A = 4), 均 有 
rank(A1 — J (Xi)) ~ rank(AM -J (41))""! =1 
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因此 
nr = rank(M7 — 1) - rank(AT -后 


DCrank(21 — J (Mi))’ — rank(AT - J (4:))™) 
J 中 ， 以 4 为 特征 值 且 阶 数 大 于 1 的 Jordan 块 的 个 数 


ll 


同 理 
nL1 一 7 = 中 ,以 为 特征 值 且 阶 数 大 于 7 - 1 的 Jordan 块 的 个 数 
故 中 以 4 为 特征 值 且 阶 数 等 于 1 的 Jordan 块 的 个 数 是 
niini—(r-— T1121) = Ti + T1127 
途径 三 : 借助 于 空间 分 解 理论 ,其 本 质 实际 上 与 途径 二 相同 . 
设 4EC"*",4 为 4 的 一 个 特征 值 ,于 是 升 链 
N(A-A)CCN(A-A):C 

必 有 限 . 

设 首次 出 现 N(4A -A1)*=N(4 一 A)**1 的 上 为 r, 此 时 ,对 N(4 -47)' 为 4 的 相应 于 
4 的 广义 特征 子 空间 ,7 称 为 X 的 指标 或 4 - 41 的 指标 .对 每 个 自然 数 k<r, 称 N(4- 
X21)*\ N(4 - A1)“! 中 的 元 为 4 的 相应 于 4 的 秩 为 的 广义 特征 向 量 . 

易 见 : 

(1)4 的 相应 于 4 的 秩 为 1 的 广义 特征 向 量 即 为 4 的 相应 于 ， 的 特征 向 量 . 

(2)4 中 秩 各 不 相同 的 相应 于 4 的 广义 特征 向 量 必 线 性 无 关 . 

(3) 记 入 = N(4 一 27)",Im; = Im(4 -41)', 其 距 为 的 指标 , 则 有 C= NN 由 Im， 
且 N ,Im, 均 为 4 的 不 变 子 空间 . 

(4) 若 1 ,4, 分 别 为 4 的 两 个 互 异 特征 值 ,它们 的 指标 值 分 别 为 ,7 , 则 有 N, G 


Im， AAA S Im, 。 
(5) 设 1 ,…, ,为 4 的 全 部 互 异 特征 值 , 则 有 :C" = NN 中 NN 晤 … 昌 NV .现在 NN ， 
N,，… ,AV 中 任 取 一 元 , 记 为 及 ,我 们 进一步 对 入 施行 分 解 . 
记 为》 的 指标 ,让 Ni = NG4- 1 =12 rm 则 有 NCNmCcCN =, 于 
是 选取 N! 的 一 组 基 P ,扩充 为 Y 的 基 BUAB , 则 厅 是 由 秩 为 2 的 一 些 广义 特 征 向 量 构 
成 的 无 关 组 ;将 8B UP 扩充 为 六 的 基 B UPBUP… 直 到 扩充 为 NV, 的 基 :B UPB UB-… 
UB', 于 是 8'(i=1,2,…,7r) 是 由 秩 i 的 一 些 广义 特征 向 量 构成 的 无 关 组 ,结果 NN, 被 分 
解 为 N; = spanp! 四 span8 旬 … 包 spanB ,其 中 spanB! = Ni .显然 spanp ,span ,span 有 
的 维 数 分 别 为 : 
di = dimspanB! = dimN -0 
= dimspan8 = dimN - dimWN' 


d, = dimspanB " = dimN; — dimN 
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(6) 选 取 spanB 的 基 ai ,… ,ad 后 , 必 有 span8 和 一 的 一 组 基 可 选 为 : 
(A-ADai,, A- A)as sa oa 
继而 spanB" “的 一 组 基 可 选 为 : 
(A- A) a (4-2) a (A-ADag i., (A- Ma saat, Gg., 
最 后 spanp' = 六 的 一 组 基 可 选 为 : 


(A Al) ol,…,(A 一 7) ao ;(A _ Al)' aa (Ah _ AD)' ?as sa oe 


(7) 将 上 述 中 的 向 量 重 排 如 下 : 
ais(A-Al)al,(A-— 17)2acl (4- 7)-1ai 


Qa ,(4 一 aD aa ,(A -1D2as (4 _ MD ag 


a A- ADag (A A as (A-AD" ?oun 
a 14- AM)aa -1,(h — A) as 1,.,(A- 1 太一 aa .i 
au +1(h 一 ADaa +1 


au (A ~ aT)au, 
fo sa 
则 若 令 
P=(a,(A4- aa,(A- A oa, (A- 2 as 
au (A ADas ,A- A a (A- MAM) a sa ,ag ) 
有 P 为 nx dimN, 的 列 满 秩 阵 , 且 
4 
1 
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现 分 别 取 NM 为 GC” 三 及 由 … 申 必 中 的 A ,Mh , 按 上 述 途 径 获 取 的 PP, ,PP, ，,""*,P, , 则 
有 
4(P,P,,…,P) =(P,,P,,…,P,.):J 

其 中 (P,P,，,…,P,) 为 n 阶 可 北方 阵 ,4 相似 于 Jordan 标准 型 J. 

由 上 述 过 程 知 , 相 应 于 4 的 特征 值 4, 其 1 阶 Jordan 块 个 数 有 di - d, 个 ,2 阶 Jordan 
块 个 数 有 qd, - ds 个 ,……: ,一 1 阶 Jordan 块 个 数 有 d,_; - d, 个 ;r 阶 Jordan 块 个 数 有 ad， 
个 .因此 ,理论 上 途径 三 不 仅 给 出 了 方 阵 4 的 Jordan 标准 型 的 求法 ,同时 还 给 出 了 变换 和 矩 
阵 P 的 求法 ,步骤 简 述 如 下 : 

第 一 步 : 求 出 4 的 所 有 不 同 特征 值 4,,… ,4,. 

第 二 步 : 确定 每 个 特征 值 * 的 指标 r, 进 而 求 出 di - dy, di 一 ds;,…,di-1 一 d,,d;, 从 
而 决定 出 该 1 的 1 阶 ,2 阶 ,…… ,7 阶 的 Jordan 块 个 数 . 

第 三 步 : 将 第 二 步 所 得 的 Jordan 块 排 在 主 对 角 线 上 , 即 得 4 的 Jordan 标准 型 J. 

第 四 步 : 像 前 述 (6) 中 一 样 选 出 人 的 基 ( 列 向 量 集 ) ,并 将 所 求 出 的 各 N, 的 基 按 J 中 
对 应 子 块 排 定 次 序 组 成 P,P 即 为 所 求 的 变换 阵 . 

关于 矩阵 4 的 Jordan 标准 型 的 求法 ,熟知 的 途径 是 :利用 4 ,通过 初等 变换 , 求 出 

di(2) 


21 -A 的 Smith 标准 型 0 ,进而 求 出 4 的 初等 因子 组 ,直接 


0 
得 到 其 Jordan 标准 型 .这 里 指出 ,上 述 中 的 途径 二 ,有 时 对 我 们 求 取 J 能 带 来 较 大 方便 . 
4 -1 -1 0 
、 4 0 -2 0 
例 2.1.1 设 4= 0 0 20 , 求 4 的 Jordan 标准 型 . 
0 0 61 
解 : 先 求 4 的 特征 值 ,det(M - 4) = (4 -2)(X4-1), 故 X=2 为 3 重 根 ,4,=1 为 1 
重 根 . 
对 2, = 工 ,其 代数 重 数 为 1, 从 而 几何 重 数 为 1, 故 4 相应 于 特征 值 1 的 Jordan 块 只 有 
1 个 , 它 为 1 阶 . 
对 41=2, 其 1 阶 Jordan 块 个 数 为 ; 
rank(21, — A)’ + rank(21, ~ A)" — 2rank(21, ~- A)=!1 
由 于 4 为 4 阶 方 阵 , 因 此 相应 于 特征 值 2 的 2 阶 Jordan 块 个 数 必 为 1, 所 以 4 的 Jordan 标 
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口 
矩阵 分 解 中 常 被 人 们 关心 的 问题 是 矩阵 分 解 的 封闭 性 问题 .我 们 知道 矩阵 的 Jordan 
分 解 对 实数 域 不 是 封闭 的 .下 面 来 研究 实 和 矩阵 的 Jordan 分 解 形式 . 
定义 2.1.1 形 如 
C(a,b) L 
C(a,b) 
C(a,b)= L 
Cl(a,b) 


其 中 C(a,5)= 人 加 "(a,bEe BR) 的 2k x 2E 和 矩阵 叫 作 一 个 实 Jordan 块 .由 若干 实 的 


Jordan 块 构成 的 n 阶 对 角 阵 : 
C。 (ai,b1) 


C, ( ap» b,) 
J (1) 


J, (4,) 

其 中 GC, (ai, 61)(i=1,2,…,p) 为 具有 共 轿 特征 值 ( 非 实数 ) 的 实 Jordan 块 , J (2j)(j= 9， 
g + 1,…,7) 为 对 角 元 是 实数 的 Jordan 块 , 称 J 为 实 Jordan 阵 . 

定理 2.1.2 设 4ER”", 则 存在 可 道 TE 及 "使 得 4 = 7Js7"!, 其 中 是 一 个 实 
Jordan 阵 . 

通常 称 此 定理 中 的 4 = 7Ja7-' 为 4 的 实 Jordan 分 解 ,其 中 的 J 称 为 4 的 实 Jordan 

证 明 : 车 a+ 是 4 的 一 个 复 特征 值 (zz 关 0) ,大 (ar+ bi) 为 4 的 一 个 Jordan 块 ,向 量 
Xi + yi … ,Ni + Yi( 其 中 x ,YE RR") 满 足 

A(xi + Yiis, Xe + yi) = (vi t+ Yili Ke + Yri) Ji(a + bi) 

则 易 知 有 


Alxi — Yi1ls ,XC— yxi) 二 (x 一 ii Mk 一 yi)Ji(a 一 bi) 
因此 有 : 
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4(osy)=(asy)| 名 ? 


"|] + (x1,Y1) 


4(xa ,ya2) 三 (Ca 加 a 


A(mm) = (mp) 


结果 ,由 {x + Y1l,*** ,Xk 十 xiy xl 一 Yi1l ,NX 一 色 计 为 线性 无 关 组 知 fx; yliX2y72， 


和 和 也 为 实 线性 无 关 组 ,进一步 , 抢 阵 (2 yi; x 7Y235…;% ;Yi) 恰 与 C,(a,5) 相 对 应 ， 
定理 获 证 . 


6 
) + xp_1» Yk-1) 
a 


口 
由 于 
Ji(a + bi) 
Go 
其 中 
a+bi 1 
J,(a+bi)= 1 
GE 十 上 iv 
因此 一 个 2k 阶 具有 共 罗 特征 值 的 实 Jordan 块 与 两 个 丰 阶 特征 值 共 斩 的 Jordan 块 构成 的 
对 角 块 阵 是 相似 的 ,从 而 矩阵 的 实 Jordan 标准 型 在 本 质 上 也 是 唯一 的 . 
定理 2.1.1 说 明 的 是 复数 域 上 的 任 一 矩阵 4 必 相 似 于 一 个 Jordan 型 矩阵 . 设 忆 为 任 
意 数 域 ,下 面 证 明 轩 上 任 一 矩阵 必 相 似 于 素 上 的 一 个 有 理 标 准 型 抢 阵 .有 理 标 准 型 矩阵 
又 称 Frobenius 阵 . 
定义 2.1.2 ”对 数 域 到 上 的 一 个 多 项 式 FA) =X4" + ai +…+ on: 称 和 矩阵 
0 一 Cn 


为 多 项 式 FA ) 的 友和 矩阵 . 
例 2.1.2 设 4 为 定义 2.1.2 中 的 矩阵 , 求 它 的 特征 矩阵 4 - 4 的 不 变 因 子 , 并 将 它 
化 为 Smith 标准 型 . 
A an 


-1 “. : 
解 : 21 -4 = . ， |, 将 1-4 的 第 2,3,…,z 行 分 别 乘 以 1，)2?， 


-1 A+t+al 
…,A"" 后 都 加 到 第 1 行 上 去 ,得 
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0 FA) 
-1 A CQ 1 
AM-4-~ ”， 
A Q2 
-1 Atai 
于 是 
det(M1 — A)=f(4), 从 而 D,(2)= fC4), D1(62)=1,.…,D(4)=1. 
结果 
d.(2) = 让 -Ad 1(4) = = di(A)=1 
1 
故 4 的 Smith 标准 型 为 | ,不 变 因 子 为 1,1,…,1, f(A). 
f(2) 


口 


Al 
定义 2.1.3 下 列 准 对 角 阵 4 = | …. ,其 中 4; 分 别 是 数 域 PF 上 某 些 首 1 多 
4， 


项 式 d,(4)(i=1,2,…,s) 的 友和 矩阵 且 满 足 d1(4)| 4d2(4)|… | d,(4), 则 称 4 为 上 的 
Frobenius 标准 型 矩阵 (或 有 理 标准 型 矩阵 ) . 

定理 2.1.3 数 域 下 上 任何 nxn 方 阵 4 在 上 均 相 似 于 了 唯一 的 一 个 有 理 标准 型 , 称 
为 4 的 Frobenius 标准 型 (或 有 理 标准 型 ) . 

为 证 此 定理 , 先 证 下 列 引 理 , 该 引 理 剖 析 了 有 理 标准 型 矩阵 的 不 变 因 子 性 质 . 
B, 


引 理 2.1.1 设 B= 为 FP 上 的 一 个 有 理 标 准 型 , 则 B 的 不 变 因 子 为 


B, 
1,1,… ,1 ,di1(4),d,(4),…,d,(4), 其 中 1 的 个 数 等 于 degdi (4) 十 + degd, (4) 一 3. 
证 朋 : 由 已; 的 不 变 因 子 组 为 1,1,… ,1, d;(4) 直 接 可 知 . 


定理 2.1.3 的 证 明 : 设 4 的 不 变 因 子 为 
1,1,.…,1,d(A4),d,(A),.…,d,(X), 
其 中 di) dC2)|…| ad.(4),d1(23), ds(4),…,d,(4) 的 次 数 均 >1. 显 见 1 的 个 数 为 
ns, 记 d;(4) 的 友和 矩阵 为 B, ,考察 矩阵 
Bi 


于 是 B 的 不 变 因 子 与 4 的 不 变 因子 相同 ,从 而 4 与 B 相似 .注意 到 4 的 不 变 因 子 组 是 由 
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4 唯一 确定 的 , 故 4 在 上 只 有 相似 于 唯一 的 一 个 有 理 标 准 型 . 
口 

通常 , 数 域 正 上 的 一 个 矩阵 4 被 称 作 是 非 减 次 矩阵 是 指 4 的 任 一 特征 值 的 几何 重 数 
为 工 .否则 称 和 矩阵 4 为 减 次 的 . 

定理 2.1.4 设 AEF"",C 为 4 的 特征 多 项 式 的 友和 矩阵 , 则 以 下 两 条 等 价 : 

(1)C 与 4 相似 ; 

(2) 4 是 非 减 次 矩阵 ， 

证 明 : (1) 志 (2) ”由 CC 的 不 变 因 子 组 为 1,1,…,1,det(A1- 4) 立 即 知 . 

(2) 一 (1) 设 4 的 Jordan 标准 型 为 
hh (41) 
J= 


J (4,) 
其 中 n+… + n=n, 和 1,…,A, 各 不 相同 .又 设 4 的 特征 多 项 式 det(A1 - 4) 为 4"+ 
cj" +…+c 于 是 


1 -oi 
注意 到 与 C 有 相同 的 初等 因子 组 , 故 了 与 C 相似 . 
口 
无 论 素 = 民 还 是 天 = C, 由 于 ( 实 )Jordan 型 阵 中 每 个 ( 实 )Jordan 块 均 是 非 减 次 矩阵 , 因 
此 它 相 似 于 其 对 应 的 友和 矩阵 ,这 实际 上 也 再 一 次 证 明了 户 上 和 矩阵 必 相 似 于 严 上 的 一 个 
Frobenius 标准 型 .进一步 ,利用 4 - 阵 理论 的 结果 ,还 可 以 使 得 变换 矩阵 仍 属于 记 "*". 
和 矩阵 的 Frobenius 分 解 在 理论 上 有 着 重要 的 作用 ,下 面 的 几 个 结果 初步 说 明了 这 一 


点 . 
Al 
推论 2.1.1 数 域 户 上 和 矩阵 4 的 Frobenius 标准 型 为 ,Pp(4) 为 上 的 多 
4, 
项 式 , 则 有 p(4) =0 当 且 仅 当 pg(4,)=0. 
证 明 : 立 知 . 
口 


推论 2.1.2 设 有 为 数 域 ,A4E 忆 "”" , 则 存在 对 称 阵 S, TE FF"*" 使 得 4 = ST, 其 中 5， 
7 中 至 少 有 一 个 为 可 逆 阵 . 
B, 
i 


25 


证 明 : 首先 注意 到 存在 可 道 PE FP" 使 得 4 = PBP- ,其 中 Bi = 


矩阵 分 析 


天 上 的 Frobenius 标准 型 算 阵 .现在 分 别 对 8B , B,,…, B, 进行 分 析 . 设 B 的 阶 数 为 r, 记 之 
为 


0 -6b 
1 : 
B, = _, 
1 -bi 
让 
by b.». bs bi 1 
b,-> 江 
W = b, 
bi 
1 


W, 
W, 


Wr 
| “ 上 
W-! 


则 有 $, 了 和 缘 为 对 称 阵 ,4 = ST, 了 可 道 . 
当然 , 若 对 4 采取 如 下 分 解 : 


BW, | 本 
. a -1 
BW, W-! 


A=P 
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I 


| 
由 


则 有 $, 了 皆 为 对 称 阵 ,4 = ST, 此 时 5 可 逆 . 


T=|P 


口 
推论 2.1.3 设 4E 下 “", 罗 为 任意 数 域 , 则 存在 可 逆 的 对 称 阵 TE FP"*" ,使 得 4 = 
7477 


2.2 矩阵 的 Schur 分 解 与 谱 分 解 


和 矩阵 的 Schur 分 解 是 一 种 理论 上 存在 ,而 实际 上 通常 不 方便 通过 有 限 次 运算 而 获得 ， 
只 能 用 和 迭代 方法 进行 逼近 的 矩阵 分 解 . 其 内 容 是 ，; 
定理 2.2.1 设 AEC"", 则 存在 西 阵 U 使 得 UA4U*" = 上 R, 其 中 RR 为 C 上 的 上 三 角 阵 . 
由 于 任何 一 个 实 向 量 空间 了 上 的 线性 变换 必 有 维 数 不 超过 2 的 不 变 子 空间 ,因此 ， 
利用 归纳 法 立即 可 得 实 和 矩阵 的 Schur 分 解 定理 . 
定理 2.2,2 设 AER"", 则 存在 正 交 阵 0 ,使 得 0407 = RR, 其 中 R 形 如 : 
Ra ER 7 Ri 


Rm 
为 实 分 块 阵 , 且 R;(i =1,2,…,m) 或 是 1 阶 的 或 是 有 共 思 复 特征 值 的 2 阶 实 和 矩阵 . 
矩阵 的 Schur 分 解 常 在 理论 证 明 中 发 挥 重 要 的 作用 .例如 ,以 下 几 个 结论 均 可 由 Schur 
分 解 定理 直接 推 得 . 
结论 2.2.1 设 AEB"*", 则 
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4 为 Hemite 阵 今 4 = VDI ,其 中 UVU 为 西 阵 ,D 为 实 对 角 阵 ; 
作 4 的 特征 值 皆 为 实数 且 F" 有 以 4 的 特征 向 量 构成 的 一 组 标 正 基 ; 


到 
仿 存在 可 道 阵 V, 使 得 4 = VDoV” ,其 中 Do = -Ls, J 
0 
非 负 整数 , > = rank4 . 
结论 2.2.2 设 AER"", 则 44I = 474 全 了 正 交 阵 0€ 用”"* 使 得 4 = ORO: ,其 中 


Ra 
R= 


Rm 
复数 域 上 给 定 一 个 Hermite 阵 4 ,通常 人 们 称 结论 1 中 为 4 的 正 惯 性 指标 ,r -为 
4 的 负 惯 性 指标 , 称 1k,r -有 | 为 4 的 惯性 指标 .关于 Hemmite 阵 的 惯性 指标 ,有 著名 的 
Sylvester 惯 性 定理 : 
定理 2.2.3 合同 的 Hermite 阵 ,其 惯性 指标 是 相同 的 ,从 而 惯性 指标 是 Hermite 阵 的 
合同 不 变量 . 
证 明 : (1) 利 用 二 次 型 的 基本 人 性质 来 证 明 此 结论 的 过 程 , 可 参见 北大 《高 等 代数 》. 
(2) 下 面 利用 Schur 分 解 来 证 明之 .分 别 让 
B= VAV” 


|: RCi=1,2,…,m) 或 是 1 阶 或 是 形 如 (“的 2 阶 实 答 阵 


其 中 V,P,0 均 为 可 道 阵 ,于 是 


ly 
— Lx 
0 


令 R=0 WP, 则 有 


到 
= 0 网 广 (07) -1= | -J 上 V* (0-1)* 
0 


将 R' 分 所 如 下 :R= .] 


3 4 


.车 如 >, 则 有 RR 的 列 线性 相关 ,从 而 30zxj EE 


， 1 。 0 
“使 得 Ra =0 令 x= 人 0 jp", 又 令 R zj, 其 中 y= Rsxi€EB"*, 于 是 
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用 
和 —L_r x=x RR 
0 


-J 
得 0< ‖ | ob ?<0- 矛 盾 . 类 似 地 可 证 不 可 能 有 下 > 刀 , 故 有 = 
Ek. 


ls 
一 了 Rx 


0 


口 
利用 Hermite 阵 的 惯性 指标 可 以 方便 地 引出 下 列 几 类 特殊 的 Hermite 阵 :正定 阵 , 半 正 
定 阵 , 负 定 阵 , 半 负 定 阵 .显然 对 一 个 Hermite 阵 4 而 言 , 有 下 列 几 条 等 价 ， 
(1)4 是 正定 的 ( 半 正 定 的 ); 
(2)4 的 每 一 个 特征 值 >0( 二 0); 
r= rankA); 


I 
全 后 ya " 
(3)4 全 同 于 单位 阵 1( 0 


(4)4 的 各 阶 顺 序 主子 式 > 0( 所 有 主子 式 二 0). 

命题 2.2.1 设 4 为 n 阶 Hermmite 半 正定 阵 , 则 YkE 本 ,存在 叭 一 的 半 正 定 Hemmite 阵 
B, 使 得 4 = 8B*. 

证 明 : 只 证 唯一 性 (存在 性 显然 ) . 

” 设 4= C= B*,B,C 为 Hermite 半 正 定 阵 . 让 C= VDV" ,其 中 Y 为 西 阵 ,D 为 对 角 阵 
diag(di,…,d,),di 宇 … 宇 d, 宇 0, 于 是 4= VDV” ,co(4)= 1d,…,di), 记 V=(v,…, 
&) ,于 是 |w ,… ,v1 为 对 应 于 {d4 ,…, dt| 的 特征 向 量 , 结 果 

N(dil,- A)= N(d,l, ~ C) 
同样 让 B = VCT ” ,其 中 U 为 西 阵 , G 为 对 角 阵 diag(g1,…,g,) ,8 三 中 大 0, 则 有 : 
N(gil, - A)= NS ~ B) 
由 N(di1 - 4) = N(gt1 ~- 4) 得 :N(g1 -B)=N(d1 -C0). 注 意 到 o(C)=o(B), 因 
此 ,YAEa(C)=o(B), 均 有 NN(X -有 B)= NO -C0), 此 即 导 致 B=C. 
口 
由 命题 2.2.1 可 知 ,对 一 个 n 阶 Hennite 半 正 定 阵 ,车 记 4 为 4 的 k 次 方 根 , 它 表示 
使 得 4 = XY 的 唯一 半 正 定 阵 了 ,于 是 有 YA4 与 4 可 换 且 rankY4 = rankh .进一步 利用 此 事 
实 , 我 们 还 可 证 得 : 
命题 2.2.2 设 4,B 为 两 个 n 阶 Hermite 阶 ,4 为 正定 阵 . 则 3 0 可 道 使 得 : 
QA0=1,0" BO=D 


A 
sr| …. | 1 =a(4 有), 若 记 Q@=(9q…9q), 则 有 Bg = 
An 


Aj49) ,7 =1,2,…,n. 


证 明 : 由 4 正定 知 ,(42 )-1B8(43 )-! 仍 为 Hemmite 阵 , 从 而 存在 酉 阵 U 使 得 : 
29 


DD 为 实 对 角 阵 . 令 0 = 4-YU, 于 是 0 可 道 , 它 满足 
0" BO=D 
0*A0=U"A2AA3U=L, 
再 看 A ,… ,4, .由 于 
D=U" (A-3BA-IU)=U" AI(A1B)A IU=U" 42(4-1B)(CU 4 本) 
于 是 
oA-1B)= {A ,Nh }=o(A-2 BA Y) 
最 后 由 40D = BQ 立即 知 , Bq = AAhg;,(j=1,2,…,n). 
口 
结论 2.2.3 设 4EC"”", 则 4 为 正规 阵 污 存在 西 阵 U0 使 得 4= UDU" ,其 中 忆 为 
C"“" 中 的 对 角 阵 . 
注意 到 酉 阵 为 正规 阵 , 因 此 由 结论 2.2.3 又 得 ; 
结论 2.2.4 4 为 西 阵 兮 4 为 特征 值 均 坐 落 在 单位 圆周 上 的 正规 阵 . 
Al 


现在 由 结论 2.2.3, 总 可 以 设 一 个 正规 阵 4=U U',iFU= (wu,.…, 


An 

w, ) ,于 是 4 又 可 表示 为 4 =Awiur + "tA . 记 A, 二 Uius , 则 14 ,…,4,| 满 足 
4: = Az¥0(i= 1,2,.…,n) 
44 =0(i)) 


> A 二 I 
i=1 


(2.2.1) 


一 般 地 ,车 14,…, 4 上 | 满足 (2.2.1) 式 ,而 4 = > 4 , 则 称 4 = > Xu4 为 正规 阵 


4 的 谱 分 解 .容易 知道 ,给 定 4E GC”, 则 有 以 下 两 条 等 价 : 
(1) 4 为 正规 阵 ; 


(2) 4 存在 谱 分 解 4 = 和 X44i ,其 中 141,…,4| 满足 (2.2.1) 式 . 

因此 ,关于 和 矩阵 的 谱 分 解 实 际 上 只 对 正规 矩阵 有 定义 . 换 句 话说 ,不 可 西 对 角 化 的 和 矩 
阵 没有 谱 分 解 . 

定理 2.2.4 设 A,BEC"*",A 与 B 都 是 正规 阵 , 则 有 以 下 两 条 等 价 . 

(1)4B = BA; 

(2) 存 在 西 阵 U 使 得 UAU' 与 VBU* 均 为 对 角 阵 . 

证 明 : (2) 一 (1) 显然 . 
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(1 一 (2) 4 与 了 都 是 正规 阵 , 于 是 可 设 4 的 谱 分 解 形式 4 = 》) ;Ei ,其 中 4 各 不 
相同 ;又 设 B 的 谱 分 解 形式 为 B = 2》) wiFi, 其 中 jp 各 不 相同 , 则 由 4B = Bh 导致 任何 EE 
与 任何 稼 可 换 (关于 此 论断 的 证 明 作 为 练习 ) .结果 : 

A= ONE DF = ONEFh, 


B= 2 Ek, 
故 4 与 召 可 以 同时 本 相似 对 角 化 . 
口 
结论 2.2.5 设 4ECen,spec4 = (4,,…,4,|, 则 有 Schur 不 等 式 成 立 ; 
> | | < > | asl? 
进一步 ， 该 不 等 式 等 号 成 立 当 且 仅 当 A 为 正规 矩阵 . 
A x x A 
证 明 : 取 4 的 Schur 分 解 : UAU* 于 是 UA*U” = | 
A 类 A 
结果 , U4AA“U” -| : : ,两 边 取 迹 得 31 | ay|? > 3》 |;1*, 并 且 等 号 成 立 当 且 
兴 a Cm i i=1 
仅 当 4 为 正规 矩阵 . 


口 
Schur 分 解 还 可 以 用 来 对 矩阵 的 秩 进行 估计 . 任 取 人 ME C” ,1 <k<n-1, 将 必 分 


下 nok 
本 证 


块 为 M = 1 2 | l= tr(44) + tr(DD") +2Vr(CBB")tr(CC  ) ,规定 1 = 
CD 


tr( MM”* ) ,1 = ,min 4, 则 有 如 下 结论 : 
定理 2.2.5 必 ,L 如 上 所 设 , 则 有 lrank(M) > | tr(M)|?. 


Ai oo x 
wm a com ee -| “. ;| 设计 共 有 s 个 非 零 


An 
特征 值 , 则 s < rank( MM) .不 失 一 般 性 , 令 1 ,…,》, 为 非 零 特 征 值 ,于 是 
|tr(M)12 = [Da) < < :> [4:1? < ronk( M) > |, |? 
不 妨 设 B 0,Cxz0. 取 只 = ur( BB ) > 0,& = tr(CC” ) > 0, 构造 方 阵 K = 
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tr(KK* )=tr(A4* )+tr( DD )+2¢6 5 = 大 
又 因为 有 等 式 


C2 各 
c 0 (4 站 /EL 0 
CD 
0 hh- 0 hs 
因此 K~M,Al,',A, 也 为 天 的 特征 值 ,从 而 据 Schur 不 等 式 : 


S\Nail? < tr( KK’) 
i=1 


得 
|ir(M)|? < rank( M)t( KK ) = :rank( M) | 
容易 知道 ,此 不 等 式 对 B =0 或 C=0 时 仍然 成 立 ( 此 时 令 玉 = 1) .所 以 
| (WM)|? 1:rank( M) 


由 定理 2.2.4 易 知 以 下 推论 成 立 : 


推论 2.2.1 以 ,7 与 定理 2.2.5 相同 ,如 果 |tr(M)|?>(n--1)1, 则 A 可 道 . 


证 明 : rank(M)> 了 |e(M)|? > 地 (nD)1= 1 -1, 故 改 可 逆 . 


、 mxn [uC(A4” )J] 
推论 2.2.2 任 取 0zxA4EC"", 则 有 rank(4)> td 和， 
证 明 : 设 M 为 非 零 方 阵 , 易 知 有 下 列 两 式 成 立 : 


[CM)|? < rank(M) 六 | > 和 | < (MM') 
i=1 


[|r(M) | 
tr(CMM" ) 
取 MM= A44" , 则 得 rank(4) = rank(N)>[tr(44 )] /er((A44* 7). 


从 而 rank(M)>> 


推论 2.2.3 设 A4EC"?, 若 [tr(4" 4)] >(n-1)t((4' 4)?), 则 4 为 列 满 秩 阵 . 


证 明 : 显然 . 


2.3 矩阵 的 奇异 值 分 解 


口 


口 


我 们 知道 ,复数 域 了 上 两 个 m x n 和 矩阵 4 和 B 称 为 相抵 (或 等 价 ) 是 指 ,存在 可 道 PE 
"Ym" 及 可 道 0E FF"”", 使 得 A = PBQ, 常 记 作 4 ~ B. 相 抵 关 系 是 等 价 关系 .YAE 


0 
Fe , 记 r= mankh, 则 必 有 4 ~ , 它 为 相抵 标准 型 .下 面 介绍 一 种 很 特殊 的 相抵 
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一 一 下 相抵 . 


定义 2.3.1 上 mxn 和 矩阵 4 和 B 称 为 酉 相抵 ,如 果 有 m 阶 和 x 阶 西方 阵 UV 和 V， 
使 UAV = B, 常 记 作 A 三 有. 

显然 , 酉 相抵 关系 也 是 等 价 关 系 .那么 能 否 像 相抵 等 价 类 的 标准 型 一 样 , 找 出 西 相抵 
等 价 类 的 标准 型 呢 ? 结论 是 肯定 的 . 

定理 2.3.1( 丁 相抵 标准 型 定理 ) 设 4 持原 "”*" ,rank4 =r, 记 spec4 4A=10,…,0o?， 


01 
Or rxr 


证 明 : 注意 到 4" 4 为 半 正 定 矩 阵 , 记 其 特征 值 为 cl ,…,o? ,0,…,0. 
其 对 应 的 标准 正 交 特征 向 量 是 xz pp…,x ,xm .由 内 积 定 义 知 : 


D! 0 
0,…,01,a4,.…,0, >0, 则 4 西 相抵 于 矩阵 | 。 ) ,其 中 D, = 


mxn 


?， i=j 时 
(如 M6) = (nh" ts) = os) = {0 "1 


0， ij 时 
因此 Ax1 ,…, 4%, 仍 是 彼此 正 交 的 非 零 向 量 . 记 
V= (x1s**, ) 
Axi Ax, 
U= (各 各 ro 


其 中 ,1，…, 7 通过 将 全 ,42 扩充 为 ”的 标 正 基 而 得 到 .于 是 
U’ AV = U’ (Axi,, Ax,,0,.…,0) 


(所 ) ,, 
= |(Axi1 dx ,0,*"* ,0) = » ， 
(条 ) 
定理 获 证 . 


定义 2.3.2 设 AEF"*", 记 specA“A= 102, ,gs 0 宇 o2… 之 0, 之 0, 则 称 a ,…， 
o, 中 的 非 零 元 o,,…,o, 为 4 的 非 零 奇异 值 . 

注意 到 4" 4 与 44 ”的 非 零 特征 值 总 是 一 致 的 ,因此 若 记 specA44”= 1s,…,s:] ,其 
中 名 守 s2 下 宇 5, > sr1="… = sm =0, 则 有 s1,ss,…,s, 即 为 4 的 非 零 奇异 值 . 换 句 话说 ,4 
的 非 零 奇异 值 的 定义 也 可 通过 spec44 "来 定义 .一般 地 ,通过 4" 4, 人们 定义 oi，,…,o, 为 
4 的 奇异 值 ,而 通过 44” ,人 们 又 可 定义 s,s,,…，,s。 为 4 的 奇异 值 ,但 这 两 种 定义 却 未 
必 一 致 ,因为 未 必 有 m=n. 

由 定理 2.3.1 知 , Y 4E”"”, 总 可 取 4 的 如 下 分 解 : 

A= UZ.V” 
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Gl 


其 中 上 为 m 阶 西 阵 ,V 为 n 阶 酉 阵 ,2 = “ ,T= rankA,ol> 0 过 GOr 


Onxan 

>0 为 4 的 非 零 奇异 值 .通常 称 该 分 解 为 4 的 奇异 值 分 解 .此 时 4 完 沁 .进一步 ,通过 下 
列 命题 2.3.1, 证 明 4 的 上 述 奇异 值 分 解 中 的 学 , 还 可 以 充当 4 所 在 的 西 相抵 等 价 类 的 标 
准 型 . 

命题 2.3.1 设 4,BE"*", 则 4 怠 BB 二 specA4”=specB8B"' 24 与 B 的 非 零 奇异 
值 相 同 . 

证 明 : 4 BB 时 , 显然 有 44" 相似 于 8B" ,因此 specA4”= specBB ;反之 , 若 
spec44 ”= specBB" , 则 有 4 = TB. 


口 
将 4 的 奇异 值 分 解 4 = Uv" 进行 移 项 得 : 
ol oO1 
AV=U ,UU A= V 
oO Or 
0 0 


若 记 U= (ww) V= (v0, ,v0,), 则 有 
站 = W101 人 vr 
Av, = uo, ul A= ow 
一 般 地 , 称 v，,… ,vw, 为 4 关于 奇异 值 o,,…,o, 对 应 的 右 奇异 向 量 , 而 wi ，…, wu; 称 
为 4 关于 奇异 值 c, ,…:,o 对 应 的 左 奇异 向 量 . 


矩阵 的 奇异 值 分 解 有 着 广泛 的 应 用 ,下 面 的 几 个 结论 可 看 成 其 众多 应 用 中 的 一 小 部 
分 


定理 2.3.2 设 AE"，™*(m 碾 n), 则 矩阵 4 可 以 分 解 为 4 = HU, 其 中 五,,, 为 半 正 
定 阵 且 与 4 有 相同 的 非 零 奇异 值 , 而 UE FPF” "满足 UU”= .进一步 ,H 是 唯一 的 , 它 是 
V 44 


G1 
证 明 : 取 4 的 奇异 值 分 解 4= 0 (人 0) y" ,其 中 成 = jones 
Or 
y nxm nx(n—-m) D 0 
oa >0. 将 分 所 为 V= 《Vs 态 ), 其 中 以 EP"*",WE FP- ,将 (个 分 业 


1 关 ( 1 ) 的 


2 
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二 U2 Vi 三 UU “U, Vi 
令 互 = UU7 ,为 m 阶 半 正定 阵 ,U = ULV? 满足 UU” = 天 .于 是 定理 的 存在 性 获 证 . 
进一步 , 若 4 还 有 分 解 4 = 于 U, ,其 中 乒 为 m 阶 半 正 定 且 与 4 有 相同 的 非 零 奇异 
值 ,而 U,€ F”" "是 满足 U, U2; = 1 的 部 分 丁 阵 , 则 有 : 
AA* = H,U,U? H; = , H,=M A4* ,唯一 . 
口 
类 似 地 ,还 可 得 : Y AE FF”"(m 宇 n),4 必 有 分 解 4= UH, 其 中 五 为 n 阶 半 正 定 阵 
日 与 4 有 相同 的 非 零 奇 异 值 ,而 UE F”" 日 满足 UV" U = 工 , 并 且 是 唯一 的 , 它 为 
VA*A. 
通常 ,人 们 把 定理 2.3.2 中 的 4 分 解 叫做 4 的 极 分 解 .这 是 因为 ,车 将 FP"" 与 C 作 类 
比 , 半 正 定 Hermite 阵 恰 可 看 成 矩阵 中 的 “ 非 负数 ”, 而 酉 阵 则 可 看 成 矩阵 中 的 “ 模 为 1 的 复 
数 ”. 
定理 2.3.3(C- $ 分 解 ) 设 西 阵 WE CGC" "分 块 为 
_ | Wi | 


Wa Wo/ ,_, 
1 nt 
UV 0 VW 0 
其 中 21<n, 则 存在 西 阵 = 0。 及 西 阵 V=| 。 jy) ,其中 ,VW 为 1 阶 方 阵 
U,V 为 n -1 阶 方 阵 , 使 得 
C -S$ 01 1: 
[7 "| C | 1 
0 0 Tr-2l 
其 中 
ci 31 
| 流光 | “. | = oosb ,si =sinb,0<0<0-<…<0< 了 . 
Ci $1 
证 明 : 由 殉 为 西 阵 知 : 
(| 已 
W, W,, 
因此 有 
Wi Wi = 1 - Wa Wo 
从 而 到, 现 ;; 的 特征 值 均 为 不 大 于 1 的 非 负数 . 若 WW 的 奇异 值 分 解 为 
Ur WuV=C 
C1 
其 中 U,V 皆 为 ! 阶 酉 阵 , C = 且 0< 和 ci 和 …< 和 cr<c=…=c=1. 注 意 
Cl 
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到 


计 基 册 Wi 
1 = Vi (Wi , Wo» ) W 人 


= (Vi Wh ,Vr Wa )| 的 ,| 
WV, 
= VV Wi Wa V+ Vi Wa Wa Vi 
=C + ( Wai V1)” Wa Vi 
故 有 


2 
1l-ei 


2 
1l-e 


(Wa V1) Wa = 了 -CC = 


0 
因此 知 : Wz WV 的 前 天 列 相互 正 交 ,后 -大 列 均 为 0, 现 将 WV 的 前 天 列 单位 化 后 
扩充 为 列 向 量 空间 C “"- ?的 标准 正 交 基 , 从 而 获得 n - ! 阶 西 阵 已 ,此 时 有 


~ S 
U, WV = 0 


V1l-e? 


其 中 $= Vl-ct .自然 =L- C0. 


现 考虑 到 的 行 ( W , Wi,) ,由 


。 Wi 
hh=U (Wi, Wi ) W: Ui 


12 

TW "| 
Wi Ui 
= C+ (Ur W,) WU 


=(U Wi, UU w)| 
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2 
l~-ci 


2 
(Ur Wa) Wh Ui=h- C= le 


0 
因此 UV Ws 的 前 有 行 相 互 正 交 , 后 1 -有 行 全 为 0. 将 Ur 了 :的 前 大 行 分 别 乘 以 


- 二 (i= 1,2,…, 有 ,再 将 之 扩充 为 行 向 量 空 间 C” 的 标 正 基 |B ,…, -| ,将 本 阵 


hb 
通过 转 寺 共 加 得 西 隆史 ,于 是 岂 满足 Di Wa 玉 =( 5,0). 结 果 | 。 ] 仍 为 
有 -， 
阶 酉 阵 且 
的 | [的 ) 
nan- 0 Dh\W Wal\0 Vln-! 
(人 We |: -3 
~ ~ =|$ 口 口 
Us WaV: U, WV 0 口 吕 b 
Cl 
其 中 ,U2 wa =(O Ee 一. ,又 有 
口 器 
Ck 
C 0 -S$ 0 0 
C -S$ 0 0 7 0 0 0 
1 口 =|- $i 0 Xs Xx Xs 
0 口 口 0 0 Xs Xu Xs 
0 Xs Xs Xss 
Vl-e? 
其 中 $1 = 和 ,SI 可 道 . 由 西 阵 的 定义 立即 知 : 
V1- ceixs 
Xs = C1, Xu =0= Xss, Xs =0= Xs 
因此 


Ur 0 Vi 0 
|| j=-is 0o ¢ 0o 0 
0 U, 0 Vv 
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Xu | A (Y | 的 二 
。 Us, = 由 9 
中 这 作为 本 阵 . 再 令 加 =。 证: 于 是 ( ”人 为 本 了 ,有 
| Ci 0 -Si 0 0 
Li: 01 0 V 0 0 lh: 0 00 
| . _ wm| )- S， 0 Cc 00 
0 Us 0 U> 0 V» 
0 0 ID0 
0 0 0 01 
注意 到 
I 
(* 辣 [ 的 " | 1 人 "| 拓 " | 
o Ui\o 天 三 0 Bl \o 以 
Us 
半 及 0 7 
其 中 -| 1 为 西 阵 .结果 
3 


CGC 0 -S$ 0 


定理 获 证 . 
口 

作为 奇异 值 分 解 的 另外 一 个 应 用 ,本 节 最 后 给 出 两 个 同型 算 阵 能 同时 西 相抵 于 对 角 
形 的 充 要 条 件 . 

定理 2.3.4 设 4,BEF"", 则 4,B 可 同时 西 相抵 于 对 角 阵 的 充 要 条 件 是 4B* 与 
B*" 4 均 为 正规 阵 . 

为 证 此 定理 ,首先 证 明 如 下 引 理 ， 

AI 


引 理 2.3.1 设 和 矩阵 4 = ~ 7 EF" nt tm=r,|p|,…, 
pss, 
0 
| 4 | 为 各 不 相同 的 正 数 .车 BE FF"”", 且 4B* 和 B* 4 均 为 正规 阵 , 则 B 必 形 如 
B 


B ,其 中 B,E Fx" (i =1,2,…,1) 均 为 正规 阵 . 
B,,i 


证 明 : 将 B 作 形 同 4 的 分 块 ,其 (i,j) 位 置 上 的 块 元 为 B; ,于 是 
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A BB*A=B"A4°B 
AB* BA* = B4 AB” 
计算 上 面 两 式 中 的 第 i 对 角 抉 得 (i =1,2,… ,1): 


[pl SBaBi = >) | pl BEBs (2.3.1) 
[i BiB = 2 |) BaBs (2.3.2) 

由 上 两 式 相 减 得 >) (| p41 - | pl’)BaBi = 2 (a) -|p |?) BEBi ,从 而 
2 (el - |pil*) (BaBi + BiBs) = 0 (2.3.3) 


由 于 BsB; 与 B;Bi 均 为 半 正 定 阵 , 且 不 妨 设 | | = max| | pi|,…,| 1}, 则 有 
Bi,=0 (j=2,3,.…) 
Bn =0 (1=2,3,*…) 
类 似 地 ,从 (2.3.3) 式 进一步 可 得 By =0,izj,i=1,2,… ,t,t+1,j=1,2,…,i,t+1. 
因此 有 
Bu 


B,,i 
最 后 4B* 与 B" 4 均 为 正规 阵 缠 含 8 ,… , Bs 均 为 正规 阵 , 引 理 获 证 . 
口 
定理 2.3.4 的 证 明 之 由 已 知 37,Y 皆 为 丁 阵 使 得 7 AV 与 U* BV 缘 为 对 角 阵 ， 
因此 ,U" 4B U = U” AV( VU" BV)’ 为 对 角 阵 , 故 4B ”为 正规 阵 , 同 理 知 , B4 "为 正规 阵 . 


Gil 


< 取 4 的 奇异 值 分 解 了 ,= Ur 4 ,2 -| ,wo >0. 考 


#)) 与 UY BV ,注意 到 : 
AB* = UV BY = UD UY BV)' )U? 
B4 = V.((UY BV)” DD,) Vi 
因此 (UY BV )" 和 (UY BV )" 274 皆 为 正规 阵 .将 > 写成 
Lk 


> = 


于 是 利用 引 理 2.3.1 得 
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Bi 
UY BY = B 
B,.i 
其 中 B,,…, B, 丝 为 正规 阵 , 它 们 均 丁 相似 于 对 角 阵 , 即 分 别 存 在 丁 阵 Q, ,… , 0, 使 得 
Qi BO = Ai 
Q: BQ, = A, 
另外 , 取 B,,, 的 奇异 值 分 解 OO Vyi 二 Da, , 则 有 
Or Qi A 
U* BV, 训 = 
Qr 0, A, 
Qi Vn a 
Qr Qi Lh 
l Ur AV, 扣 = 
Qi 0, pl 
Qi Vi 0 


定理 获 证 . 


由 于 4 的 奇异 值 的 计算 实质 上 是 自 伴 阵 4" 4 的 特征 值 计算 问题 ,因此 它 也 可 以 有 
类 似 于 特征 值 的 变 分 描述 .对 此 ,将 在 本 书 最 后 一 章 通过 对 特征 值 的 变 分 描述 (Courant - 
Fisher 定理 ) 来 加 以 解决 . 


2.4 和 矩阵 的 LU 分 解 


和 矩阵 的 LU 分 解 是 一 类 特殊 的 满 秩 分 解 , 其 定义 如 下 : 
定义 2.4.1 设 AEE"", 若 4 能 写成 4= 21U, 其 中 


L 形 如 | ， ,0 形 如 


ll … 1 i 
为 0, 则 称 4 = LU 为 4 的 LU 分解. 


给 定 和 矩阵 4E PF"”", 若 4= 才 为 4 的 分 解 ,将 U0 写成 
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1 Uiz Uiln 
Un Ul Ul 
Ur 1 Um 
Ur 
1 Lil2 Un 
Ull Wll 
Un 
、 。 Ull Ull 
ao .. | . ”|, 则 称 4 = LDU 为 4 的 LDU 
Ur 上 
1 Um 


分 解 . 

下 面 首先 解决 矩阵 的 LU 分 解 存在 性 问题 .由 LDU 分 解 的 定义 可 知 4 的 LDU 分 解 的 
存在 唯一 性 等 价 于 4 的 LU 分 解 的 存在 唯一 性 . 

定理 2.4.1 设 A4E"*", 则 以 下 两 条 等 价 : 

(1)4 有 LU 分解; 

(2)4 的 前 ~ 个 顺序 主子 式 缘 不 为 0. 

进一步 ;, 若 4= LU 及 A = LUV' 丝 为 4 的 LU 的 分 解 , 则 必 有 LL=L ,UVU= UV. 


证 明 : (2) 一 (1) 由 4( - a z0 知 ,4 通过 左 乘 适 当 消 元 矩阵 : 


1 
— la 1 
LD=Elh,a;D)AI-he=| . ，， ， 
-ly 0 1 
其 中 li 二 (0, las" Ln) €1 二 (1,0,…,0)" ,使 得 : 
oo 
ATALA-= 0 a 2 a2 
0 a a 
sp 
这 里 记 4=A®=| : : ||. 由 于 第 二 类 行 初等 变换 不 改变 行列 式 的 值 ,因此 
直 
A 的 各 级 顺序 主子 式 与 4 的 各 级 顺序 主子 式 相 同 .从 而 a 产 0. 对 | : 施 
(1) (1) 
Qnml “"? 人 mm 


行 前 述 过 程 ;由 此 重复 下 去 得 4 = LU ,其 中 
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1 
L= 1 
i 1 
ln tl 0 1 
《 (0) 
a Cin 
(r-2) (r-2) 
U= CQr-lr-l “ a -ln 
(r-1) {r-1) 
0 a Cr 
0 0 
1 
. (0) 《0) 
Ql Qln 
令 工 = 1 ， Uo = : ， 于 是 4= LU 
a ee ats? 
bn se. Li x 


即 为 4 的 LU 分 解 ,(2) 一 (1) 获 证 . 
(D 二 (2) 假定 让 4=L0 为 4 的 由 分 解 ,于 是 4= (z,(, )) (90). 


人 (有 4 ( 0 ) .由 于 U 的 前 r 个 顺序 主子 式 均 不 为 0, 且 注意 到 | | 有 
左 乘 4 实际 上 相当 于 对 4 的 行 施行 了 适当 的 第 二 类 行 初等 变换 , 它 不 改变 行列 式 值 , 因 
此 4 的 前 > 个 顺序 主子 式 与 0 的 前 + 个 顺序 主子 式 相同 ,(1) 二 (2) 获 证 . 

最 后 证 明 LDU 分 解 的 唯一 性 ,从 而 也 证 明了 LU 分 解 的 唯一 性 . 设 ; 


1 
: …。 1 ww an di 

L=| 太 1 ,U= ,D= 
: : 1 Um d, 
ly ns 


A = LDU 为 4 的 LDU 分 解 .通过 具体 计算 L、D、U 中 的 各 元 素 , 从 而 给 出 唯一 性 的 证 明 . 
首先 ,将 4 = LDU 进行 如 下 分 块 : 

An An Lu 0 ( 0 | Ui ,| 

(7 a- Lolii\0 Do Vl,,. 
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其 中 4 7 ,Di Un 分 别 是 4,L,D,U 前 p 行 p 列 构成 的 子 方 阵 ,p = 1,2,…,r, 于 是 
An = Lu Di | , 亿 = Ly Di Un 
42 = Lu Di Uy (Au,Ap)= LuDi( Un, Uy) 
Aa = La Di Un | , (全 ] _ 的 
Az = La Di Ur + Ly Ds Uy Anl 【Zn 
7] 表示 由 4 的 第 1,…, 第 p 行 及 第 1,…, 第 p 列 交叉 处 元 素 构成 的 方式 . 注 


，"" "sp 


ow 


1,*…， 
4 ?] 二 detAi 二 detD = di…d, ,因此 得 
9 二 


(7) 
了 _ 1,2,.…,p 
p 4( 2 下 
1,2,…,p-1 
p=1,2,… ,7 
结果 D 被 唯一 确定 . 
考察 (41 ,hw) 的 前 p -1 列 和 第 j 列 () > P) 组 成 的 子 矩 阵 (4 ,ao ) , 则 
ree ed) 
(Au,0) = LD (Dw) 
其 中 Da 分 别 为 (Ui , Uw) 的 前 p -1 列 和 第 j 列 . 
结果 | 
4 人 1 


) = detD, det(Dn, ,1) = di du, 
1,……,p— 1,J 


] ,……， | 
| Pp ;Pp 


,pl ... 
Uy = (2 可 ，J=p+1,2,.,n 
A 


1,2,."*,p 
由 此 知 
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当 p 二 1 时 ， wz， ,Win 被 唯一 确定 ,wi = 一 全 


YL 1,.…*， —1,j 由 
当 p=7 时 ,ws… un 被 唯一 确定 ,wy = 一 1 人 (j= + 
A 9 


U 是 唯一 的 . 
由 于 UV 有 右 逆 ,D 可 道 ,因此 立即 可 知 L 也 是 唯一 的 . 


由 定理 2.4.1 立 知 : 
推论 2.4.1 设 4E"*", 则 有 以 下 两 条 等 价 : 
(1)4 为 Hermite 正定 阵 ; 
(2)4 有 唯一 的 分 解 4 = LL" ,其 中 工 为 n 阶 具 有 正 对 角 元 的 下 三 角 阵 . 
证 明 : (2) 一 (1) 显然 . 
(1) 寺 (2) 4 的 正定 性 保证 了 4 有 唯一 的 LDU 分 解 :4 = LDU ,其 中 D 的 对 角 元 皆 
为 正 数 .注意 到 4” = 4, 从 而 
U*D’*L*=U’DL’ = IDU 
结果 LDU 分 解 的 唯一 性 导致 L* = U,4= LDL* = (LVD)(LYD)*. 
最 后 , 若 4 = LLY = L127 ,其 中 Li, 工 均 为 带 正 对 角 元 的 下 三 角 阵 ,再 次 利用 LDU 
分 解 的 唯一 性 可 知 :L = 疡 . 
口 
定义 2.4.2 设 A4E"*",L 为 带 正 对 角 元 的 下 三 角 阵 , 若 4 和 = , 则 称 A4=IL’ 为 
矩阵 4 的 Cholesky 分 解 . 
显然 矩阵 的 Cholesky 分 解 实际 上 是 针对 Hermite 正定 阵 而 言 的 ,并 且 它 总 是 唯一 的 . 
一 般 地 ,随意 取 定 矩阵 AEF"*", 记 r= rank4, 由 定理 2.4.1 可 知 ,4 的 LU 分 解 未 必 
存在 .为 此 ,通过 交换 4 的 行 和 列 ,从 而 使 4 化 为 一 个 前 > 个 顺序 主子 式 篆 非 零 的 矩阵 ， 
再 对 之 进行 LU 分 解 .在 矩阵 代数 中 , 称 此 过 程 为 矩阵 4 的 选 主 元 的 LU 分 解 . 选 主 元 的 
LU 分 解 用 矩阵 语言 加 以 描述 即 为 : 
PA0 = LU 
其 中 P,Q 皆 为 置换 阵 . 
对 一 个 LU 分 解 存 在 的 矩阵 4 来 说 ,以 下 给 出 了 和 矩阵 的 LU 分 解 的 初等 行 变换 算法 : 
步骤 1 利用 初等 行 变换 将 矩阵 4 化 为 行 阶梯 型 矩阵 7; 
步骤 2 ”对 单位 矩阵 执行 与 步骤 1 相应 的 初等 行道 变换 ,得 到 单位 下 三 角 阵 ; 
输出 ”LU 分 解 由 4 = LU 依 定义 2.4.1 给 出 . 
关于 上 述 算法 ,有 两 点 值得 指出 : 
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第 一 点 ,步骤 2 的 初等 行 逆 变 换 是 步 台 1 对 应 初等 行 变换 的 逆 变 换 ;第 一 点 , 若 在 步 
又 1 中 定义 aR, + R, 为 将 第 p 行 元 素 乘 常数 v 之 后 ,加 到 第 y 行 的 初 行 变换 , 则 步 又 2 中 
相应 初等 行 着 变换 (aR, + 尺 )-: 定 义 为 ~ aR, + RR,. 


2.5 和 矩阵 的 QR 分 解 


设 4E 尼 " (下 二 由) , 称 分 解 4= QR 为 4 的 一 个 QR 分 解 是 指 该 等 式 中 ,0 EP"*" 
(m 宕 n) 为 列 正 交 的 部 分 西 阵 , 而 RE PF”*"* 则 为 上 三 角 阵 .以 下 定理 保证 了 任何 矩阵 的 
QR 分 解 的 存在 性 . 

定理 2.5.1 设 AEB”"(m 宇 n), 则 存在 标准 列 正 交 的 矩 阵 0 EF"* 及 上 三 角 矩 
阵 RE PP"*" ,使 得 4 = QR. 如 果 m=n, 那 么 @ 为 西 阵 ; 如 果 4 为 非 奇异 矩阵 , 则 可 以 选 
取 RR 为 具有 正 对 角 元 的 上 三 角 阵 ,并 且 在 这 种 情况 下 ,因子 0 和 R 都 是 唯一 的 . 

证 明 : (1) 记 4 = (gy)wxn =《(Q1, 2,"…, 4), 由 第 1 章 的 习题 2, 可 取 适 当 的 
Householder 变换 阵 Hl ,使 得 Ha = rel,rnEF,el 为 m 维基 本 向 量 ( 即 el = (1,0,…， 
1,0) ,mm 维 ) ,此 时 


4; = HA= [cf ,as?, 。 ,GO ]， a = rie;ay ;= (a, a ,a )T 
针对 和 矩阵 4, 的 第 2 列 a? , 取 适当 的 Householder 变换 阵 HH, ,使 得 
Hy% = ry ei 
其 中 x= (a,…,a 遇 )" ,el 为 m -1 维基 本 向 量 . 
此 时 
0 rz * 兴 
1 0 
人 = : x x 
4 4 0 
0 0 x x 
重复 上 述 过 程 , 则 有 
ri x 兴 
1 0 1 0 : : 
( a )(o A : ri 
0 0 
令 Q,=[。 |)-…(。 名 ,将 Qi 分 所 为 71=(Q,0;), 其 中 必 为 07' 的 前 
Yl 0 HH, 0 也 1， 1 1 三 2 Q7! El 
ry x a x 
n 列 ,将 | 1 分 抉 为 |“] ,其中 尺 为 xn 阵 ,于 是 4= QR 
0 0 
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(2) 当 芭 =n 时 ,(1) 中 的 0 为 酉 阵 是 显然 的 . 
(3) 当 4 为 可 逆 阵 时 , 若 4 = 0R 为 0R 分 解 , 则 R 的 对 角 元 


ra = pra)e ,ees rm = plrm)e 


et plrn) 人 … x 
A= O ”。 ”. ; 
， ei plra) 


x 


均 不 为 0, 于 是 


plru) 
wm, fname 


ig 


je | 
et CCra) 


最 后 , 设 4 = OR 与 A= CR 均 为 A 的 QR 分 解 ， Ri, R, 均 具 有 正 对 角 元 0Q1, Q>, 
均 是 西 阵 .于 是 02 Qi Ri = R,, 0Q2 01 = RsRi' 为 上 三 角 阵 ,此 时 西 阵 02 01 变 为 对 角 
阵 , 02 Q1 可 表 为 : 


et 
再 次 由 Q7 OiR, -| “. = R, ,结合 Ri, R; 均 具 有 正 对 角 元 , 知 ei = 
ei 


… = em =1, 结 果 YQ1 = 0, ,RI = R,. 
口 
在 矩阵 理论 中 ,有 时 称 下 列 的 满 秩 分 解 为 QU 分 解 : 
定义 2.5.1 设 4E 素 "1 (mm),rank4=r. 若 4=0U7, 其 中 加 满足 0 "0= 工 ,7 
是 秩 为 r 的 rx n 上 三 角 阵 , 则 称 4 = 07 为 4 的 一 个 QU 分 解 ,或 称 (QO,U0) 为 4 的 一 个 
QU 分 解 束 . 
关于 QU 分 解 的 存在 性 , 易 知 下 列 定理 成 立 . 
定理 2.5.2 设 AEF"”"(m>n),rankkA=r, 且 4 的 前 7 列 线性 无 关 , 则 4 的 QU 分 
解 存在 . 
证 明 : 类 似 定理 2.5.1 中 (1) 的 证 明 即 可 . 
口 ] 
与 矩阵 的 LU 分 解 不 同 ,和 矩阵 的 QU 分 解 未 必 唯 一 ,由 此 也 可 看 出 ,矩阵 的 QR 分 解 一 
般 也 未 必 唯 一 . 
定理 2.$.3 设 4E 碌 " (mn),rank4=r, 且 4 的 前 r 列 线性 无 关 . 若 4= 0900 
及 A= Q@: U, 均 为 A 的 QU 分 解 , 则 存在 对 角 阵 


ez 
70 
ee 


D= 


46 


第 2 章 矩阵 分 解 


使 得 eol 人 | ea 
1 


为 4 的 所 有 QU 分 解 束 构成 的 集合 . 
证 明 : 由 4 = 0; Ui = QV, 知 : 
Q2 Qi = U,, 02> QIER™" 
01 = 0, 07 oO = 0,07 Oi 
结果 令 了 = 02 0 , 则 有 大 = 0 0 = 六 0Q2 QsV=V"V,V 为 西 阵 . 
将 0 分 块 为 册 =(R,51), UV 分 所 为 态 = (RR,S;), 于 是 
VU = (VR1, VS1) = (R,, 5,) 
VR1 = Rs,,V= R, Ri' 为 上 三 角 阵 ,进而 了 为 对 角 抢 阵 , F 可 表 为 


el 
V= . 
ci 


具体 计算 知 : 0) = 0,V,U=V" UD,. 
口 
QR 分 解 有 重要 的 数值 意义 ,而 且 作 为 一 种 理论 方法 , 它 同样 是 有 价值 的 ,例如 由 QR 
分 解 ,不 难得 出 下 列 几 个 推论 . 
推论 2.5.1 设 BB 为 Hermite 半 正 定 ” 阶 方 阵 , 则 B 可 以 写成 B= LIL* ,其 中 工 是 具 
有 非 负 对 角 元 的 下 三 角 阵 . 
证 明 : B 为 Hermite 半 正 定 阵 ,说 明 B 可 以 写成 B= 44" 的 形式 ,于 是 取 4 的 QR 分 
解 :4= QR, 则 B= R*0*0QOR=R'’R. 
口 
推论 2.5.2 设 多 为 PF"*" 中 的 某 个 矩阵 族 ,车 3 TE F"*" ,使 得 V4E 多 均 有 TAT-! 
为 上 三 角 阵 , 则 今 必 可 经 本 相似 同时 上 三 角 化 ， 
证 明 : 取 7 的 QR 分 解 :7 = QR, 于 是 7- = R10-!AQR 为 上 三 角 阵 ,由 上 三 
角 阵 之 积 仍 为 上 三 角 阵 知 :0 40 为 上 三 角 阵 . 
口 


习题 二 


1. 设 AEC"*"*,4A= UV’ 是 4 的 奇异 值 分 解 , 证 明 . 


(1) 极 大 问题 maxi | (40) | : 0 E C" 是 西 阵 | 的 值 为 > Ya ,其 中 a 是 矩阵 4 的 奇 


异 值 ,而 0 = VU” 是 问题 的 一 个 解 . 
(2) 丁 阵 0 是 上 述 极 大 问题 解 的 充 要 条 件 是 40 可 表 为 40 = Z* 玉 ,其 中 为 Hemite 
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正定 阵 , 2 为 单位 复数 . 
2. 设 4EC" BEC , 求 极 大 问题 : 
max{ | trC AUBV) | : VEC VE C™" 是 西 阵 |. 
3. 求 下 列 和 矩阵 的 LU 分 解 和 QR 分 解 . 
1 2 3 1 3 2 
of 5 6 ol: 4 | 
2 4 6 4 6 0 
4. 给 定 n 阶 复方 阵 4,8 为 n 维 列 向 量 , 非 零 多 项 式 f(x) 若 满足 f{(4)b = 0, 则 称 
fx) 为 向 量 5b 关于 A 的 化 零 多 项 式 ,其 中 次 数 最 低 的 称 为 向 量 关于 4 的 最 小 多 项 式 . 
证 明 : 如 果 pi ,gp; 分 别 是 向 量 5 ,5 关于 矩阵 4 的 化 零 多 项 式 , 则 p,q, 就 是 b1 ,5 的 任 
意 线性 组 合 5 = 肥 , + 即 ; 的 化 零 多 项 式 . 
给 定 n 阶 复方 阵 4, 为 C” 的 非 零 线性 子 空间 , 非 零 多 项 式 f(x) 若 满足 f(A)(X) 
=0, 则 称 f(x) 为 子 宝 间 牙关 于 A 的 化 零 多 项 式 . 在 子 空间 关于 4 的 化 零 多 项 式 中 ,次 
数 最 低 的 称 为 子 空间 站 关于 4 的 最 小 多 项 式 . 证 明子 空间 X 关 于 4 的 最 小 多 项 式 必 为 Z 
中 某 向 量 关 于 4 的 最 小 多 项 式 . 
6. 给 定 n 阶 复方 阵 4,b 为 n 维 列 向 量 , 称 span1 5,465,…,4"b,…} = 3 为 b 关于 A 
所 产生 的 循环 子 空间 .证 明 : 4 的 非 零 不 变 线性 子 空间 X 必 能 分 解 为 有 限 个 5 关于 4 所 产 
的 丁字 了 室 让 
给 定 n 阶 复方 阵 4,5 为 n 维 列 向 量 ,span| 5 ,45,…,4%b,…| = 3 关于 4 的 最 小 多 
项 式 a 有 形式 p(4) = [$8(4)]', 其 中 $(X) 是 复数 域 上 的 不 可 约 多 项 式 ， / 是正 整 
数 . 证 明 :5, 不 可 以 再 分 解 为 4 的 两 个 非 0 不 变 子 空间 直 和 . 
8. 设 4E CGC"*",4 为 4 的 一 个 特征 值 ,r 为 4 的 指标 .证 明 : 
dimN(A -AD)fNIm(A ~ a) ! = dimN(A -AD)' -dimN(A — 41)"! 
9. 证 明 :C" 的 任意 一 个 不 等 于 C" 的 非 零 子 空间 都 是 若干 个 n - 1 维 子 空间 的 交 . 
10. 证 明 : 一 个 2k 阶 具 有 共 斩 特 征 值 的 实 Jordan 块 与 两 个 下 阶 特征 值 共 录 的 Jordan 块 
构成 的 对 角 块 阵 是 相似 的 . 
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每 个 可 北方 阵 4 都 有 唯一 的 逆 , 常 记 作 4-1.4-! 满 足 44-1= 4-14 = 1 可 道 矩阵 又 
叫 非 奇异 矩阵 , 它 具 有 诸多 好 的 性 质 和 用 途 .遗憾 的 是 只 有 当 4 为 方 阵 且 为 可 道 矩阵 时 
4” 才 存在 ,而 在 应 用 数学 的 许多 领域 中 , 却 常 常 遇 到 长 方 阵 和 奇异 方 阵 , 并 且 为 满足 实际 
需要 ,对 于 这 样 一 类 矩阵 ,又 希望 能 构造 出 具有 通常 道 矩 阵 的 若干 性 质 的 矩阵 ,这 样 的 撼 
阵 在 矩阵 代数 中 称 为 广义 逆 , 有 时 也 称 为 伪 逆 . 沿 着 这 一 思路 ,数学 家 E.H. Moore 于 1929 
年 美国 数学 会 上 提出 了 他 的 广义 闭 矩 阵 的 一 个 论文 摘要 , 其 论文 发 表 在 他 死 后 的 1935 
年 .20 世纪 30 年 代 , 我 国 的 曾 远 荣 先生 还 将 之 推广 到 Hilbert 空间 线性 算 子 中 .20 世纪 50 
年 代 , 由 于 数学 的 发 展 ,广义 逆 理 论 开 始 受到 重视 . 1955 年 ,R. Penrose 发 表 了 与 Moore 等 
价 的 广义 道理 论 , 现 称 为 矩阵 的 Moore - Penrose 逆 , 也 叫 加 号 道 , 常 记 作 4+ .同年 , Rao 
提出 了 一 个 更 一 般 广 义 逆 和 矩阵 的 概念 ,现在 叫做 g 逆 , 常 记 作 4 -或 4 中 ,本 书 中 也 称 之 
为 {1} -~ 逆 .目前 ,广义 逆 理 论 已 广泛 应 用 于 诸如 数据 处 理 、 多 元 分 析 、 最 优化 理论 .现代 控 
制 理论 、 网 络 理论 等 各 个 学 科 中 . 


3.1 广义 逆 和 矩阵 4 及 其 一 般 表达 式 


定义 3.1.1 设 AE FF"”",GEF"”*", 若 CG 满足 4G4 = 4, 则 称 G 为 4 的 一 个 广义 逆 ， 
也 称 为 {1] - 逆 , 常 记 作 4 -或 4 中 .4 的 所 有 11| - 逆 的 集合 记 为 411| ;车 C 满足 G4G = 
C, 则 称 G 为 4 的 一 个 {2] - 逆 , 常 记 作 4 中.4 的 所 有 12} - 首 的 集合 记 为 4121; 若 C 既 
是 4 的 抽 ) - 逆 又 是 4 的 12| - 道 , 则 记 为 GE 411,2}. 

定理 3.1.1 设 AEF"”", 则 4 的 和 1 - 逆 必 存在 ,4 的 {2} - 逆 也 必 存 在 , 且 411,2] 


zg. 
I 0 1 0 
证 明 : 令 4= P| 。 0j C ,其 中 P,@ 可 利于 是 有 CG= 0 人 1 P ,满足 4C4 


= 4. 现 取 一 个 GE A411 , 则 464 =4. 让 G6= 646, 则 Co46 = Go,G6o6E4121 关 8 .进一步 
对 上 述 G6 而 言 ,4G6。4 = 46464 = 4 ,因此 411,2| 关 9G. 
口 
例 3.1.1 设 AEF"”",4 可逆 , 则 A411} = 和 147,411,2| =14-!. 
定理 3.1.2 设 AEF”"**.4- 为 4 的 一 个 11}) - 道 , 则 有 
A{ll = {A +X(D, -A4-)+(L -A A)Y|I X,YERF"*™| 
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证 明 : (1)VX,YE 原 "有 
4(4- + X(T1, -A4-)+(L, -4 4) 切 4 
= AA- A+ AX(1, -A4- )A+A(I, -A A)YA 
=44 4+0+0 
=A. 
(2) 设 GEAI1, 令 X=G-A4 ,Y= G44- , 则 
A- + -A )+(L -A A)Y 
=A- +(G- A )(L, -A4-)+(L, -A A)GAA- 
= C 
加 
对 n 阶 方 阵 4E BP"”*", 若 3 GEF"" 使 得 4G = 天, 则 称 4 可 道 ,6 为 4 的 道 矩阵 
A -1. 当 4 可 逆 时 ,其 逆 和 矩 阵 存在 唯一 .对 4E FF"", 若 GE FF"”" 满 足 4G = , 则 称 G 为 
4 的 一 个 右 道 , 记 为 4 和 .类 似 地 有 4 的 左 逆 概 念 .4 的 左 道 记 为 4i .一 般 地 , V4E 
丈 "x" ,其 48! ,47! 未 必 存 在 . 
定理 3.1.3 设 AEF”"*, 有 
(1) hi! 存在 全 秩 4 = mm( 行 满 秩 ) ,此 时 4#' 可 取 为 4" (44" ) '; 
(2) 47! 存在 今 秩 4 =n( 列 满 秩 ), 此 时 47 可 取 为 (4 4) 4” 
(3)4i1 = 47! 全 4 可 道 ,此 时 ,4-! = 4 = A71. 


. 
. 


证 明 : (1) 设 4i! 存在 , 则 445' = 1, ,将 4 写成 4 = 


Qm 
: 上 =0, 于 是 ( 刀 ，,…,,)1 =0. 亦 即 有 


Qnm 


若 ii ai 十 "十 an =0, 则 (&， ,ke ) 


=… = =0. 故 秩 4 = m, 行 满 秩 . 
反之 , 当 秩 4 = m 时 ,4" A 为 m 阶 方 阵 , 且 秩 (4" 4)= 秩 4=m. 故 
AA* ( AA”* ) 1 一 L.A” (AA” )-! 
为 4 的 右 道 . 
(2) 类 似 可 证 . 
(3) 由 方 阵 可 逆 的 定义 即 得 . 
口 
和 矩阵 的 左 、 右 逆 具 有 下 列 性 质 ; 
定理 3.1.4 设 AE"”",Ax' 表示 4 的 一 个 右 道 ,4 表示 4 的 一 个 左 逆 , 则 以 下 
几 条 成 立 : 
(1)A4x'4 = 4,A47'h4 = 4; 
(2)Ai'AAi! = 4147447 = A7'; 
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(3)(44 = Ad4a',(A7'A)” = A7'h. 
证 有 明 : 逐条 验证 即 可 . 


口 
设 AEF”"*", 关 于 4 的 广义 道 的 性 质 可 列 出 如 下 几 条 : 
性 质 3.1.1 (4-)"€4*11}. 
证 明 : 44-A4=4 导 4" (4-)"h" =4" ,因此 (4 )"€4" 1{1). 

口 


性 质 3.1.2 4(4*4)- (4*A)=A;A* A(A* A) A*=4". 
证 明 : 注意 到 对 任何 矩阵 并, 若 入 邢 =0, 则 碟 =0, 这 归功 于 秩 开 瑟 = 秩 工 .因此 
[4(4" 4) (4 4) -4 [4(4 4) (A 4) -4] 

=[(A* A)(A* 4A)- 4" -4 [4(44)- (044)-4] 
=A"A-A"*A-A*A+A'A 
=0 

注意 :这 里 第 一 个 等 号 后 面 的 两 个 (4" 4) 未 必 相 同 . 

因此 4(4’ 4)- (4* 4)=4". 

类 似 地 可 证 4 4(4* 4)- 4* =4”. 


口 
性 质 3.1.3 4G4 =4 人 4 464 = A 4. 
证 明 : 由 第 1 章 的 习题 3 立即 可 得 . 
口 
性 质 3.1.4 rank4- 三 rank4 
证 明 : 由 44” 4 = 4 立即 得 . 
加 


前 面 的 定理 3.1.2 给 出 了 一 个 矩阵 的 广义 逆 的 一 般 表 达 式 ,但 它 是 基于 在 事先 已 给 
出 了 一 个 4- 的 情形 下 .下面 的 结果 则 克服 了 这 一 不 足 ， 


I 0 
定理 3.1.5 设 4Ege,4=Pl 0 o,P,0 可 道别 


I C 
All} = [of op” | CEP™™? ,DEP" ,FEP 0 | 


wm ws ota Jools Sal 
1 Of/ CT 0 
a jj D 中 je 
A Ye 
其 次 ,车 CEAl1l, 令 QcP=| 5 中风 
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夫人 ee Yo 


-lo slo de 


口 
回顾 对 一 个 4E 记 ”* ,A = GH 叫做 4 的 一 个 满 秩 分 解 是 指 : 6 为 列 满 秩 阵 而 五 为 行 
满 秩 阵 . 
命题 3.1.1 设 A4EF"”",A= BC 和 4= BC 均 为 矩阵 4 的 满 秩 分 解 , 记 5, = 
[CaBi Ca 为 C 的 右 道 , Bi! 为 B 的 左 逆 |, S, = 1(C)ai(B)zi1(C)ai 为 C 的 右 逆 ， 
(8)7' 为 B 的 左 道 | , 则 有 5, = 5;. 
为 证 明 此 命题 , 先 给 出 如 下 引 理 . 
引 理 3.1.1 设 AE 忆 "*",A= BC 为 4 的 一 个 满 秩 分 解 , 则 |( BQ,0Q-'C)| 0 为 可 道 
r 阶 方 阵 } 为 由 4 的 所 有 满 秩 分 解 对 构成 的 集合 . 
证 明 : 只 和 需 证 车 4 = BC = BC 均 为 4 的 满 秩 分 解 , 则 存在 可 逆 阵 0 使 得 
B=B0,C= QC 
即 可 .为 此 ,由 BC = BC 得 
BCC* = BCC* 
B= BCC”" (CC )-! 
令 01= CC* (CC*)-!, 则 01. EP"*',B01=8B. 下 面 验证 07' 存在 且 07'C=C. 
由 B"BC=B*BC 得 C=(B* B)"1B* BC, 从 而 令 0,，=(B" B) 1B*B 后 有 C= 
0;C ,于 是 BC = BQ1Q,C = BC ,这 导致 0,0: = 工 , 这 说 明 0 可 逆 ,0: = 07', 引 理 获 证 . 
口 
利用 上 述 引 理 来 证 明 命题 3.1.1. 
命题 3.1.1 的 证 明 由 引 理 3.1.1, 存 在 可 逆 阵 0, 使 得 B = 80,C = 07C. 于 是 ， 
YXES,XT= CiB7 ,从 而 
(QB7')B= 085 80 = 00- =1, 
C(Ci'Q !)=(0C)(Ca0 7 )= 00" = 
因此 087! 为 B 的 左 逆 ,Ca'Q 为 C 的 右 道 ,进而 = CaiBi! 为 $, 中 的 元 .对 称 地 有 5， 
C 5 .命题 获 证 . 
口 
现 给 定 AE FPF"" ,能 轻松 地 找到 可 道 RE PF"" 和 可 道 0€ 有 BR"*" ,使 得 


‘els Yo 


4=P| “00 
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为 4 的 一 个 满 秩 分 解 CH, 其 中 C= | 1 , 甩 = (4,0) 0 .现在 可 给 出 求 已 知 矩阵 的 一 个 
广义 递 的 方法 . 

方法 一 ”将 4 进行 满 秩 分 解 4 = CH, 则 任 取 G 的 一 个 左 道 G7!, 任 取 的 一 个 右 逆 
Ha ,于 是 Hi'G7' 满足 AHi1Gi14 = 4, 即 Hi1G7! 为 4 的 一 个 广义 道 .特别 地 ,对 列 满 秩 
阵 6G 可取 Gz' =(G” 6) 6” ,对 行 满 秩 阵 五 可 取 Hi' = H* (HH'*)-1. 

方法 二 ”对 矩阵 4 施行 一 系列 行 初等 变换 , 即 左 乘 一 个 可 道 矩 阵 P, 使 得 PA = 
[让 记 和 =| 1 ,其 中 为 rx n 阶 短 降 ,mnkC = ~, 则 和 忆 为 4 的 一 个 广义 得, 其 中 


Ca =C (CC ) 4 =(Ci10)。n 
wg ecino (9 (5 9 (9-9 
(2) AAT PA=P"' (Oca,0) pp (o) =P 'A=A4. 
方法 三 ”对 4 施行 一 系列 列 的 初等 变换 , 即 右 乘 一 个 可 逆 阵 0 使 得 
40 =(C,0), 记 (C,0)= 4 


其 中 C 是 mx r 阶 列 满 秋 阵 , 则 047 为 4 的 一 个 广义 闻 , 其 中 47 = <: ,ca =(c 


C)-1C" 
1 0 2 
、 0 1 0 、 
例 3.1.2 设 4=|1 > , 求 4 的 一 个 广义 道 . 
1 0 2/x3 
解 :方法 一 将 4 通过 初等 变换 得 出 其 一 个 满 秩 分 解 
1021000r7rl02 1000 
oh 0 100 
(A,1,)= i 
1020010||1000 -10 10 
102000 1/\000 -1001 
1 0 2 1 0 .00 1 0 2 
0 1 0 0100| 010| ym 
于 是 PA=| ”0 其 中 P= _1 0 1 0 上 | 将 0 0 0 | 进行 列 初等 变换 : 
0 0 0 -1 001 0 0 0 
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OO OO 
~ OO 
TT 
[0 
AL 
一 一 一 一 一 一 
O00o':F.QNor- 也 
四 
OO ~ OD OO Cd | 
] 
OOO "~" ODL 
\ / OD 
人 一 OO 
7 、\ ~ 
人 OO OO Om nN 
S 
OOD 巴 一 号 六 
一 局 号 "OD ~ 


东 
Nooockk 
cmoo 葵 
-0 
吴 | 
中 浴 


wy 


(CC) CG’* -| 


-1 


L 


1G7! 


R 


于 是 得 到 4 的 一 个 和 1] - 逆 为 吾 


将 4 通过 行 初等 变换 ,将 其 化 为 阶梯 形 : 


方法 二 


0 0 0 


0 
1 
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1000 102 
0 1 .00 0 1 0| /1c 1 0 2 
是 0 1 ok=-oo ol- ) cc。 
-1001 0 0 0 
记 
1000 
p_| 0100 
-1010 
-1001 


Ar 二 (Ca ,0)3x4 


1 0 1 0 
Ci =C CC-=|0 1l(cCC*)-!=|0 1 
2 0 2 0 


此 
一 一 一 
Or 
书 一 号 

-一 一 
© uu 
性 OO 
TT 
1 
~ 
iD 局 一 
Oo 
~ 
一 一 ~ 
© al 
一 OO 
— 
1 
we © wm 一 
一 


0 
1 
了 000 
因此 4r=|0 1 0 0|, 从 而 

2 0 0 0 

5 
1o0oo0oo0hk 1000Y (loo00 
5 5 

_ 0 10 0 

ArP=I0 1000 =|0 100 
) -1 0 1 0 » 
00 0M\-1001 5 000 


便 是 4 的 一 个 广义 道 . 


3.2 Moore - Penrose 逆 


在 对 非 奇 异 阵 的 道 矩 阵 的 推广 过 程 中 ,Moore - Penrose 道 最 具有 代表 性 . 
定义 3.2.1 给 定 4E FF"" ,满足 下列 四 个 方程 的 矩阵 GE 天”*”, 岂 做 4 的 Moore - 
Penrose 道 , 也 叫做 加 号 逆 , 记 作 4 : 
55 


和 矩阵 分 析 


(1) AGA = 4; 
(2) GAG = Ci 
(3)(4C) ”= AG; 
(4)(64) ”= G4 
同 定义 4 的 11,2} - 逆 类 似 ,满足 (1)、(3) 方 程 的 矩阵 C 叫做 4 的 {1,3j - 逆 . 满 足 方 
程 (1)、(4) 的 和 矩阵 6G 叫做 4 的 {1,4} - 逆 . 通 常 4 的 11,2}1- 逆 又 叫做 4 的 反射 逆 ; 4 的 
和 1,3| ~- 道 又 叫做 4 的 最 小 二 乘 g 逆 , 常 记 作 47 ;4 的 {1,4| - 道 又 叫做 4 的 极 小 范 数 g 
逆 , 常 记 作 4; ;4 的 加 号 逆 又 叫做 4 的 极 小 最 小 二 乘 g 逆 . 
定理 3.2.1 对 任意 的 AE F"",A! 存在 且 唯 一. 
证 明 ; (1) 给 定 4€E FF"", 先 证 明 4'! 存在 . 
取 4 的 一 个 满 秩 分 解 4 = CD ,再 取 Dai 为 Da =D*(DD*)"",C7i 为 Ci'=(C* 
C) CC” ,于 是 考察 Di'Ci' ,有 
([D’ (CDD CC) C1A)’ 
=[D’* (DD*) (CC’ C) CCD] 
=[D* (DD )-'D]* 
=D’* (DD*)D 
= Da'Ci'A 
因此 D* (DD*)?'(C*C) CE4114|， 
进一步 验算 知 : 
六 (DO I(C* CIC EAI1,3I, 且 DD’*(DD’*)" (CC C) "Cc €A12). 
所 以 D" (DD* ) (CC)C 为 4 的 一 个 加 号 道 . 
(2)4 的 唯一 性 . 
设 G1 ,6 均 满足 方程 (1)、(2)、(3)、(4), 则 
G1! = G1AG1 = G14G,AG1 = (64)(64)G = (64) (64) 6G 
=A"G*A’*G?G=(A4G64)’ GCG; GCG=A" GC,=(6,4)’G, 
= GAG! = GAG,AG1 = Ch46) (AG1)’ = CG.G7 A Gr A” 
= GG* (4G 4)” = GG} A = G,(AG,)” = 04C = C, 
口 
定理 3.2.2 给 定 4EF"”?", 则 
(1)411,31 = 147 +(L -Ai4)Z12ZEJE"*",A7 为 任意 事先 给 定 的 一 个 411,3} - 
道 | .例如 ,通过 取 4 的 一 个 满 秩 分 解 4 = CD ,那么 D' (DD*' )-!'(C* C)-1C' 便 是 一 个 确 
定 的 411,31 - 逆 . 
(2)411 4 = 14% + 2Z(1, ~ A4;)|2ZEF"*",A; 为 任意 事先 给 定 的 一 个 4{1,4} - 
道 | .例如 , 取 4; 为 (1) 中 的 D* (DD*)'(C* CC) 'C*. 
证 明 : (1)Y ZE F"”", 有 
4[47 + (1,- A7A)Z]A= AA47A+A(L - AiA)ZA=A+0=A4 
(4[4 + (1, -AiA)Z2])" =[AA7? +0 =A47 =A[A7 + (1, -Ai4)2] 
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另外 , 若 GE h11,3) , 则 有 
44 = AGAA7T = (46) (A47)*" = GA"(A47)"A" 
= C (4474) =64 =(46) =AG 
令 Z=G-Ai, 于 是 
A7 +(L,-AiA)Z=A7 +(L, -ArA)(G-Ai) 
=A7+G-A7AG- Ai +A7AA7 = G-AiAA7 +AiAAT 
= C 
(2) 显 然 有 V ZE 忆 "*",A; + Z(1, -AA7)EA11,4| .另外 ,VY GE 4{1,4) , 则 有 
A-A = A-AGA =(474)(G4) =4 045) 4 CC” 
=(A4-4A)*G* =(G4) = G64 
因此 令 Z= 6C- 4; ,于 是 
A- + Z(1, -447T)=474+(C-47)(7 -A4;) 
=A“+G-A, — GAA + A,AA, 
=G- GAA, + AnAA, 
= GCG-A-A4- + A-AA- 
= C 
口 
从 定理 3.2.2 的 证 明 不 难看 出 ,给 定 A4E F”"”",4; ,47 分 别 为 事先 给 定 的 任 一 4 
11,41 =- 逆 ,4f1,3} - 逆 , 则 有 
CEAI1,4} © G4 = A-A 
GEA!1,3} © AG = AAT 
综合 上 述 定理 及 本 章 的 定理 3.1.2 便 知 ,给 定 和 矩阵 AE PF"", 则 4{1} ,A411,3} ,4A11l, 
41 的 通 式 均 能 以 D" (DD* )"(C* C)C' 为 起 点 ,其 中 C,D 满足 4= CD 是 4 的 任 一 满 
秩 分 解 .进一步 ,矩阵 D" (DD” )"1(C" C)-1C' 还 为 4 的 唯一 的 Moore - Penrose 逆 . 事 实 
上 ,基于 上 述 的 D" (DD' ) (CC) 6C” ,还 可 以 写 出 A4{1,2| 的 通 式 如 下 : 
411 2 中 = {G146,| 6,, GC,€All| 


4C4 = 4 于 是 由 等 


证 明 : G1,4G;€ 411,2| 是 显然 的 . 另 一 方面 ,车 GE 411,2| , 则 有 [人 C 


式 G4C= C 直接 知 : GE 1G,4G1| G1, crE411 


国 


Cr 


一 般 地 ,用 满 秩 分 解 来 分 别 求 出 一 个 矩阵 的 一 个 11,4| - 道 、11,31 - 逆 时 ,尽管 理 
上 可 行 ,但 实际 操作 起 来 却 较为 麻烦 .通常 可 使 用 如 下 方法 来 给 出 一 个 矩阵 的 一 个 11,4 
逆 和 一 个 {1,3| - 道 , 甚 至 A': 

VAEEB"", 有 A;=A"(A4')- ;A7 =(4" A) 4 ;A' = 4iA47 ,其 中 (44") 和 
(4 ”4) 则 通过 本 章 的 3.1 节 中 的 方法 二 或 方法 三 来 得 到 .这 完全 归功 于 下 述 命题 成 立 . 
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命题 3.2.1 设 AEF"”", 则 
(1) 对 44* 的 任 两 个 {11| - 逆 和 和 了 Y, 总 有 4" XA=A4" YA; 
(2) 对 4" 4 的 任 两 个 {1} - 道 革 和 了 Y, 也 总 有 AX4“" = AYA”. 
证 明 : 只 证 (2). YE 4* 4{1 ,由 3.1 节 中 的 人 性质 3.1.2 得 
[全 人 于 = 4 
424 4=4 
AXA* = (AYA’ A) XA" = AY(A”" 4 ) = AYA” 


3 0 5 6 
例 3.2.1 设 4=|0 0 7 1 工 |, 求 出 47+. 
1000 


70 41 3 
解 : (1)A4” be 50 | 


50 8255 5526 
1369 1369 1369 


. 和， ,1 | -4 -6 -41 
(2)44 的 1 -道具 有 1 个 , 它 为 (44 ) ”=| T3609 T3069 569 
16578 123 1519 
1369 1369 1369 


16728 24888 18097 
1369 1369 1369 


0 0 0 
(3)4 =4 (44 ) =| -37 40848 27343 
1369 1369 1369 
259 49469 33115 
1369 1369 1369 
注意 :本 例 用 到 下 述 事 实 :者 4 为 行 满 秩 阵 , 则 必 有 4* = 4 "(44" ) .关于 这 一 事实 
的 证 明 ,我 们 留 作 习题 . 


3.3 和 矩阵 广义 逆 在 求解 线性 方程 组 中 的 应 用 


设 A4E EF"", 所 请 相 容 线性 方程 组 是 指 有 解 的 线性 方程 组 AX = 5 ,而 45 = 5 有 和 解 的 
充 要 条 件 又 是 秩 4 = 秩 (4 ,5). 和 矩阵 4 的 11| - 道 能 较 好 地 刻画 相 容 方程 组 AX = 5 的 解 
情况 . 
定理 3.3.1( 相 容 方 程 组 的 通 解 ) 相 容 线性 方程 组 AX = 5 的 通 解 是 
X=A-5+(1,-A-A)Y 
其 中 4 为 4 的 任意 取 定 的 一 个 11| - 逆 , 了 为 F" 中 的 任意 元 素 ,是 自由 变量 . 
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证 明 ; 

(1)A[A4-5+(L -4 A4)Y]= 44-5+0. 因 为 4X =4 相 容 ,6 可 以 写成 47 的 形式 ， 
所 以 44- b= A447 480 = AX, = 4b. 

(2) 设 X 为 48 = 2 的 任何 一 个 解 , 取 了 = Z ,于 是 

A-Bb+(L-A A)X=A b+ XA AY, = 总 
口 

定理 3.3.2 (1) 相 容 线性 方程 组 48 = 5(8z0) 的 解 集 为 1 | CE 411||; 

(2) 线 性 方程 组 AX = 0 的 解 集 为 {( 五 -4 4)Y|YE F"|, 其 中 4- 为 4 的 任意 取 定 
的 一 个 {1} -= 逆 . 


1 
证 明 ; (1) 设 入 为 4X=5(5z0) 的 任 一 解 .让 4 = pf | 0, 其 中 为 m 阶 可 道 


阵 ,0 为 n 阶 可 北方 阵 .将 0Xo 分 所 为 [了 ] .PP 分 二 为 | .于 是 加 是 X=4 
2in-r 27 mr 
的 一 个 解 

-改作 ace 

“(5 站 (= 


因 5 关 0, 则 忆 10z0, 从 而 芒 关 0, 进 而 1DZI |DE 束 02 中 = 原 o5x .因此 可 取 DD。 
使 得 Do Y, 二 XX ,结果 : 
I 


oe 
令 co 人 ] -出 由 本 章 的 定理 3.1.5 可 知 ,GE 411] ,Xo = G5 .结果 AX = 5b(b 


头 0) 的 解 集 为 | G51 CE A11}}. 
(2) 4X =0 的 解 集 为 |( 天 -4-4)7| YE FF"] 是 定理 3.3.1 的 直接 推论 . 
口 
定理 3.3.3(Penrose 定理 ) 和 抢 阵 方程 4XB = C 有 和解 多 44- CB- B = C, 并 且 在 有 解 
的 情况 下 ,其 通 解 为 Y=4- CB- + Y- 4A- AYBB- ,其 中 了 为 任意 维 数 适 当 的 矩阵 . 
证 明 : 直接 验证 即 可 . 


X1 十 2X2 一 X%3 =0 


例 3.3.1 求 齐 次 线性 方程 组 | ”* ”的 通 解 
解 : 将 其 写成 矩阵 形式 有 
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5 4 
6 2 
3 8 


4 的 一 个 和 1| - 逆 为 二 | 6 2 |, 所 求 线性 方程 组 的 通 解 为 : 


—6c1+4c, +2c3 


9cl -cs -3c3 
- 
X=(I~h A)Y=14 


一 3c +2csz+ cs 


C1 
其 中 了 = sr 中 的 任意 元 素 . 
C3 
口 
Xi1+2x2—- %3= 一 2 
例 3.3.2 求 线性 方程 组 | 的 通 解 . 
-x+2x3=4 
5 4 
解 : 由 上 面 的 例 3.3.1 知 ,{ 。 _， “，j 的 一 个 11| - 逆 为 吉 | 6 2 |, 于 是 由 Penmose 
3 8 
定理 或 定理 3.3.1 知 所 求 方 程 的 通 解 为 
Xl 5 4 9cl ~ 6c; -3c3 
于 = “ll 2 ee 
X3 3 8 —3c1+2c,+ cs 
其 中 Y=| c， 为 8; 中 的 任意 元 素 . 
C3 
口 


以 下 分 别 介绍 4 的 {1,4| - 逆 与 极 小 范 数 解 , 11,31 - 逆 与 最 小 二 乘 解 , 4: 与 极 小 最 
小 二 乘 解 之 间 的 关系 . 

(I 工 )4 的 {1,4} - 逆 与 极 小 范 数 解 

对 于 相 容 方程 组 AX = 5 ,由 定理 3.3.1 可 知 ,只 和 需 随 意 找到 4 的 一 个 11| - 逆 47 ,该 
方程 组 的 通 解 就 可 表示 成 : 

X=A b+(I-A A)Y,(YE EF') 

现在 这 些 解 中 找 一 个 解 ,使 其 范 数 最 小 , 即 在 相 容 方程 组 AX = b 的 解 集 中 找 出 一 个 序 ,， 
使 得 对 4X = 8 的 任何 解 X, 均 有 上 XX 中 < XX 上 ,这 里 中 表示 欧 几 里 得 范 数 .这 样 的 
Xo 称 为 相 容 方程 组 AX = 4 的 一 个 极 小 范 数 解 .显然 ,对 一 个 相 容 的 47 = 5 ,首要 的 问题 
是 :其 极 小 范 数 解 存在 否 ? 进一步 ,倘若 存在 , 它 是 否 唯一 呢 ? 答案 是 肯定 的 .下 面 的 推导 
表明 :4 的 由 ,4} - 逆 在 解决 此 问题 中 发 挥 着 关键 的 作用 . 

定理 3.3.4 相 容 线性 方程 AX = 8 的 极 小 范 数 解 存在 且 唯 一 , 它 为 Gb, GE 411,4}. 
为 证 此 定理 ,需要 如 下 引 理 . 

引 理 3.3.1 设 CE411 ,以 下 三 条 等 价 : 
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(1) 对 任意 使 得 AX = 相 容 的 ,62 均 是 4X = 的 一 个 极 小 范 数 解 ; 
(2) 对 任意 的 了 ,ZE FF",G 满 足 Z* 064) (1-64)"Y=0; 
(3)(G64)* (1-64)=0. 

证 明 : (2) 人 (3) 是 显然 的 . 


(1)==(2) VZEB", 令 5=427, 于 是 48 = 2 构成 一 个 相 容 线性 方程 组 ,并 且 其 通 解 
X= C42+(1- CGA)Y, (YE F") 


1 ¥ |? = (CCAZ + (1- CA)Y, CAZ + (1- GA)Y) 
= | GAZ ?+ (7- GA)Y|?+2Re((I- GA)Y, GAZ» 
= | GAZ|?+ | (1- GA)Y|?:+2Re(2* A* CG* (I- 64)Y), 
其 中 了 为 自由 变量 . 
现在 由 (1) 知 , eG42 上 ?= G4?< 对? ,结果 
| (7- GA)YI?+2Re(Z* A* GCG’ (I- G4A)Y)>=0 (3.3.1) 
其 中 了 , 2 均 为 F" 中 任意 元 .断言 : 
对 任何 了 ,ZEF", 必 有 2Z* Ah4* GCG* (I- G4)Y=0. 否 则 ,93 了 ,ZoEB"*, 有 ZiA*G* 
(7- G4) 了 关 0. 于 是 要 人 么 Zr (64) (I- G4) 矶 的 实 部 Re 不 为 0, 要 么 Zi (G4)*(1- 
64) 了 的 虚 部 Im 不 为 0. 当 Z0 (G4)" (1-64) 了 的 虚 部 Im 不 为 0 时 , 取 了 =iY, 则 二 
元 对 (了 ,20) 满 足 : Zo (G4)" (1- G4) 了 i 的 实 部 不 为 0. 故 现 可 假定 Zr ( 64)" (1 - 64) 
了 的 实 部 Re 不 为 0. 由 于 上 (71-64) 站? 是 一 个 固定 的 数 , 故 当 Re( 260 (G4)* (I- 64) 
DJ ) 为 负数 时 , 取 为 足够 大 的 正 数 就 有 : 
| (171- GA)Yol? +2Re((kZo)" (GA)” (1- G4)Y)<0 

与 (3.3.1) 式 矛盾 , 当 Re( 20 (G4)" (I - 64)Y) 为 正 数 时 , 取 久 为 模 足 够 大 的 负数 , 仍 有 
| (7- G4) Yo 1? +2Re((kZ0)’ (G4)’ (1- GA)Y)<O 

仍 与 (3.3.1) 式 矛盾 ,于 是 断言 真 , 从 而 (1) 一 (2) 获 证 . 

(2) 一 (1) 由 于 4X = 相 容 ,5 可 以 表示 为 = 42 的 形式 ,同时 4X = 六 的 任何 解 总 

可 表示 为 
Y= CAZ+(1- GA)Y 
因此 ,由 等 式 上 | X 上 ?= | 642Z 上 ?+ (7- GA)Y1?+2Re(Z* A CG*(1- 64) 了 77) 立即 知 ; 
| Xl?>= | G6 17. 
口 ] 
引 理 3.3.2 设 CER"*",AE 记 ”+*, 以 下 三 条 等 价 : 
(1) 对 任意 使 得 4X = b 相 容 的 5b, Gb 均 是 4X = 8 的 一 个 极 小 范 数 解 ; 
4C4 =4 

(2) CE A411,4), 即 C 请 中 | i 
(3) G44* = 4"*. 
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证 明 : (1 全 (2) 由 (1) 知 ,VY ZEJ", 有 G42 是 AX = AZ 的 极 小 范 数 解 , 故 有 AG4Z 
= AZ .由 2Z 的 任意 性 知 , 464 = 4; 另 一 方面 ,由 引 理 3.3.1 的 (3) 知 :(C4) (1- 64) =0， 
从 而 (G4)* = (G4)* Gh 为 自 伴 阵 ,结果 (G4) ”= 64. 

(2) 一 (1) ”直接 验证 得 ( G4)" (7- 64) =0, 故 由 引 理 3.3.1 即 得 . 

(2)=(3) G44 =(64) 4 =(4C4) =4 

(3) 一 (2) ”G44* = 4 导致 4G44 ”= 44" ,从 而 由 第 1 章 的 习题 3 知 4C4 = 4. 此 外 ， 
不 难 验 证 (G4)” = 64. 

口 

定理 3.3.4 的 证 明 (1) 存 在 性 :由 4 的 和 1,4| - 逆 总 存在 , 故 由 引 理 3.3.2 知 相 容 方 
程 组 4X = 8 的 极 小 范 数 解 必 存 在 . 

(2) 唯 一 性 : 取 定 一 个 GE 411,4} ,总 也 是 相 容 线性 方程 组 4X = 8 的 极 小 范 数 解 , 则 
由 定理 3.3.1 知 丸 可 表 为 

X= C+(1T- GA)Y, 

结果 由 引 理 3.3.1 及 引 理 3.3.2 得: 

x= | c+ 64) N= | 651? 


(I- GA)Y,=0,X=06b 
口 

至 此 可 看 出 ,给 定 一 个 相 容 线性 方程 组 4X = 5 ,其 通 解 可 用 4 的 任何 一 个 11} - 首 借 
助 于 定理 3.3.1 将 其 给 出 ;其 极 小 范 数 解 , 则 不 但 存在 且 唯 一 ,并 且 可 用 4 的 任何 一 个 {1， 
41 - 闭 6 将 其 表示 出 , 它 就 是 04. 这 也 正 是 我 们 把 4 的 11,4| - 逆 叫 做 4 的 极 小 范 数 g 
道 的 原因 . 

(I)4 的 {1,3} - 逆 与 最 小 二 乘 解 

给 定 线 性 方程 组 4X = 56,(AE 大 "*" ,bE 记 ",XE FP"), 当 它 不 相 容 时 ,通常 退 而 求 其 
次 , 转 而 求 其 在 某 种 意义 下 误差 最 小 的 近似 解 . 

定义 3.3.1 线性 方程 组 AX = 0 的 一 个 最 小 二 乘 解 各 是 指 :大 为 满足 条 件 

| AXo ~ 651 =min| | AX ~ 51 |XEEF?"| 

的 向 量 . 

如 同 前 面 所 述 的 相 容 线性 方程 组 的 极 小 范 数 解 情形 ,首先 要 解决 的 是 最 小 二 乘 解 是 
和 否 对 任何 一 个 线性 方程 组 丝 存 在 的 问题 .进一步 ,在 存在 的 情形 下 ,其 是 否 唯一 ? 继而 它 
的 一 般 表达 式 又 如 何 ? 通过 以 下 的 推导 发 现 ,利用 矩阵 的 11,3} - 逆 能 很 好 地 解决 上 述 系 
列 问题 . 

定理 3.3.5 设 CEF"*",AE 了 有"*", 以 下 三 条 等 价 ; 

(1) 对 Yb5EF", 02 均 是 4X = 4b 的 最 小 二 乘 解 ; 

4C4 = 4 
(Ce 411,3| 即 ,请 中 rc _ 1 
(3)A* AG= 4 . 
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证 明 ; (1) 二 (2) YXEEF", 海 虑 上 AX -5b17. 
AX-651*= 1A-b+A(X- 66)? 
= | 46 -bl?+ | A(X- Cb) 1 ?+2Re((AGs — 65)" A(X- 65)) 
于 是 
AX -65l?- | 4c -51?= | A(X- C6) 和 +2Re((4G - b)* A(X—- 66)) 
结果 有 : 
VbEEF",Y XEE", | A(X- C6)?+2Re((AGb -5b)* A(X¥- 05))>=0 
令 了 = 大- 6, 于 是 有 
| | AY ||? +2Re(b’ (AG -站 AY)>=0 
由 5, 对 的 任意 性 及 (1) 知 
VbEEF",YYEEB", 恒 有 | AY||?+2Re(b"* (AG -1)’ AY)>=0 
此 时 断言 :VY 5 EF",Yy YE 有 PF", 必 有 6b'(AG -71)*AY=0, 从 而 (4G -71)*4=0, 即 
(AG)*A=A4 
事实 上 ,着 3j 5b,E F", YE EB" 使 得 bo (4G - 站 AY,z0, 于 是 可 设 
Re(b¢ (AC -1)* AY,)#0 
取 足 够 大 的 正 数 (或 者 足够 小 的 负数 有) 后 有 
| AY, ||? + 2Re( be (AG - 1)* AkYo) <0 
矛盾 ,断言 真 . 


现 由 式 子 (4G)" 4 = 4 ,两 边 右 乘 以 G, 得 (4G)" 4G = 46 ,于 是 46 为 自 伴 阵 .再 次 观 


察 等 式 (46) 4 = 4, 它 变 为 464 = 4 .至 此 , CE 411,3|. 
(2) 一 (1 已 知 GE€ 411,31, 于 是 Vy bE FF",Yy XE FB", 有 
| Ax¥ -51?- lAGb -51? = | A(X- C5) | ?+2Re((AGb — 5b)’ A(X- 065)) 
= | A(X- C5) | +0>0 
因此 66 为 4X = 8 的 最 小 二 乘 解 . 
(2) 全 (3) 显然 .结合 矩阵 11,3} - 首 的 存在 性 , 现 已 经 证 明了 . 


口 


定理 3.3.6 任何 线性 方程 组 AX = 0, 其 最 小 二 乘 解 必 存 在 , 且 任 取 4{1,3| 中 的 元 


人 


,Gb 即 为 4 = 5 的 一 个 最 小 二 乘 解 . 
正 是 基于 此 定理 ,人 们 常常 把 4 的 11,3} - 逆 称 作为 4 的 最 小 二 乘 g 道 . 


值得 指出 的 是 ,线性 方程 组 的 最 小 二 乘 解 可 能 不 唯一 .事实 上 ,对 相 容 的 4XY = 5 而 


JI mt 


,其 最 小 二 乘 解 同样 可 以 不 唯一 ,除非 4 的 列 向 量 线性 无 关 . 
例 3.3.3 求 不 相 容 方程 组 
XxX1+2x2+3x3=1 
XxX1+%X3=0 
2x1 +2xs=1 
2x1 +4x + 6x3 =3 
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的 最 小 二 乘 解 


解 方法 一 ”将 方程 组 写成 矩阵 形式 AX = b,A4 = 


人 官司 


1 

1 

2 

2 

于 是 rank4 = 2,rank(4,5) = 3, 该 方程 组 为 不 相 容 方程 组 . 
对 4 进行 初等 变换 得 : 


0 2 。 "| 


1 -1 -2 2 
2 -1 
Di = D"(DD") := 六 -1 
1 1 
-1 5 10 -2 
| 2 -4 -8 4|. 因 此 最 小 二 乘 解 为 
1 1 2 2 


- 1 
-1 5 10 -2 1 
Y-4-5-dL 2 -4 -8 419-2|2 
=30 1 |=16 
1 1 2 2/, 3 


经 计算 ,其 最 小 误差 平方 和 为 
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1 1 2 
方法 二 wt! 2 Ee 
2 35 
10 0 10 
ean 10 |-(9 
0 0 0 
2 -10 10 0 10 
其 中 P=| -1 10 ,C=( 。 10 10) ,于 是 
-1 -1 1 
10 0 
ete ol ,] 页 | ? 四 
1 2) 100\-1 2 
10 10 
10 0]， 2 2 - 
=| 0 10 -去 ( ,| = 元 —1 2 
10 10 1 1 
2 IN/ 2 -1 0 5 -3 0 
snc- 到! |- 1 中 刘 - 3 0| 是 4" 4 的 一 个 1 
1 1 八 -1 -1 1 1 00 


- 逆 . 因 此 


是 所 求 方程 的 最 小 二 乘 解 . 


推论 3.3.1 线性 方程 组 4X = 5 的 最 小 二 乘 解 的 通 式 为 
X=Aib+(L- ArA)Y, YEF" 

其 中 4; 为 4 的 任意 取 定 的 一 个 {11,3| - 逆 . 进 一 步 , 最 小 二 乘 解 唯 一 当 且 仅 当 4 为 列 满 
秩 阵 . 

证 明 : 首先 ,直接 可 知 ,X= A47b+ (1 - Ai74)Y 是 4X = 8 的 最 小 二 乘 解 . 

其 次 , 若 生 为 AY = 5 最 小 二 乘 解 , 则 有 Xo。、4i5 均 为 4X = 的 最 小 二 乘 解 , 故 有 
上 4X。- 6561 = 4475 -6 上. 结果 

0= lAx-6l?- (447r5-651? 
= | A(X。— A75) | ?+2Re[b" (AA7 - 71)’ A(Xo — A76)] 
65 


和 矩阵 分 析 


= A(X A765): +0 
因此 4(Z -4785) =0, 了 -4ib 为 4X=0 的 一 个 解 ,由 AX =0 的 通 解 公式 知 : 
IY EF",s.t.X -Aib=(1- AiA)Y, 
移 项 即 有 
Xo=Arb+(1- ArA)Y, 
最 后 ,由 定理 3.2.2 知 ,4 列 满 秩 全 4 的 11,3} ~ 道 唯一 ( 它 就 是 (4 4)" 4" ). 因 此 
当 4 列 满 秩 时 ,AX = 5 的 最 小 二 乘 解 的 通 式 为 五 = 478 ,唯一 . 
反 过 来 , 设 入 = 5 的 最 小 二 乘 解 唯一 . 若 4 不 为 列 满 秩 , 则 4 没有 左 逆 , 从 而 任 取 
47 ,了 -474 天 0, 更 可 选取 YE FF" 满足 (I, - A474)Yz0. 此 时 
AibzArb+(l,- AiA)Y 
而 A75,A7b+ (1 -A7A4)Y 均 是 4X = 2 的 最 小 二 乘 解 ,与 假设 矛盾 ,推论 获 证 . 


下 面 考察 矩阵 的 加 号 道 (Moore -~ Penrose 道 ) 在 线性 方程 组 求解 中 的 应 用 . 

( 亚 )4 的 加 号 送 与 极 小 最 小 二 乘 解 

给 定 一 个 线性 方程 组 4X = b(AE PP"*", XEF",bEF"), 由 推论 3.3.1 知 ,该 方程 
组 的 最 小 二 乘 解 的 集合 为 了 = 14765+ (1 - A474)Y|YE "| .现在 想 从 7 中 找 出 一 个 范 
数 最 小 的 , 称 之 为 线性 方程 组 4X = 5。 的 极 小 最 小 二 乘 解 . 

定理 3.3.7 线性 方程 组 4X = b 的 最 小 二 乘 解 与 相 容 方 程 组 4* AX = 4* b 的 解 一 
致 , 且 还 与 相 容 方程 组 4X = 44;6 的 解 一 致 , 即 

{X|A* AX= 4*b5}= {XI|AX- 6 =min| = {X|AX= A4A76| 

证 明 : (1) 显然 = A472 为 方程 AX = A475， 的 解 ,从 而 AX = 4475 为 相 容 方程 组 . 

VXE{IX|IAXT= 44 4 4E=4 (A475) = (4' A4i7 )6b = A* 4b( 定 理 3.3.5). 

因此 了 是 4" 4X = 4"b 的 解 ,1X| 4X = A47 5b1 C1X|A4" AX=A" 5b}. 

(2) 由 4 447b5=4"b 知 4" AX= 4A"5 相 容 . 任 取 了 是 它 的 解 , 则 

| AX- bl? = | A(X-Y)+(AY-5)1? 
= A(X-Y) ?+ | AY-b)?*+2Re(X-Y)A*(AY- 2b) 
= | AC(X-Y) N+ ArY-51?= | A7-51? 
上 式 说 明 了 是 方程 4X = 2 的 最 小 二 乘 解 . 即 
[XxX| A’ AX= 4A" bI CIY| AY- 5], = min} 

(3) 由 (2) 知 方程 组 4X = 的 最 小 二 乘 解 存 在 . 任 取 X 为 它 的 最 小 二 乘 解 ,由 (1)、 
(2) 知 475E {XI|AX= A47b1C IXIA AX= 4 2ESXTEXE- 2 =minl ,由 此 475 也 
是 最 小 二 乘 解 . 故 有 上 4X -5 = 上 4475 -5 =min. 由 于 

0=|AX-65|?- 1447b-51? 
= | ACX- A7ib)+(A47b6- 65)) -| 447b~-51? 
= || A(X- A76) | ?+2Re[ AC(X- A7b)]’ (A476 - 6) 
= A(X— Aib)j?*+2Re(X- A716)’ A' (Ah47 -Db 
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= | 4( 瑟 -478) 人 
故 4(X-470)=0,48= 4470 .结果 
{X|A4* AX=A*b}={X| | AX- 6 =min} = 并 | 45= A476) 


口 
定理 3.3.8 线性 方程 组 4AX = b 的 极 小 最 小 二 乘 解 存在 且 唯 一 , 它 为 X= A4* 5b. 
证 明 : 由 定理 3.3.7 知 ,1Y| 上 4Y -5 =minj = {7Y|A4Y= 447 0 上 于 是 

{XI | X=min, XE{Y| | AY- 51 = min}} 
={X| | X| =min, XE!Y| AY = A47 5}| 
= |{X| | Xl =min,AX= A47b| 
= {4 (A475)} 
= |A*5b| 
口 
和 矩阵 的 加 号 逆 还 有 如 下 基本 性 质 . 


定理 3.3.9 设 AEF"". 则 有 

(1)rankA =rank4+ =rankA’* A=rankAA4* =m-rank(l,- AA')=n-rank(l, - A: A); 
(2)(4':)* =4; 

(3)(4')" =(4")’; 

(4) 24): =34* ,XE EF,A#0; 
(5)A=A4*(A*)*=(A*):A*A4; 

(5')A* =A’ A4* = A! A4'; 
(6)(A* A)’ =A* (4 )'; 

(7)A* =(A* A)*A*=A"(A4"):; 

(8)4+ AB= 4+ AC SAB= AC; 

(9)(04D* =V410' ,其 中 UU=D,V"V=L. 
证 明 : 留 给 读者 作为 练习 . 


Xl1 +2x,=1 


例 3.3.4 | =1 的 极 小 最 小 二 乘 解 . 
2xl +4xz> =3 


1 2 0 1 
4=|0 0 1|,658=|1 
2 4 0 3 


于 是 rank4 =2,rank(4,8)=3. 


解 : 由 方程 组 知 


1 0 2 

现 求 出 A .通过 计算 知 4* = | 0 | mrt 
0 25 0 
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习题 三 


1. 设 4E FF”", 证 明 4 列 满 秩 司 4 的 {1,3| - 道 唯 一 . 进一步 ,此 时 它 就 是 (4 
4)-14”. 

2. 举例 说 明 rank4- > rank4 有 可 能 成 立 . 

3. 证 明 下 面 三 个 结论 中 的 任何 两 个 都 能 推导 出 第 三 个 : 

(1)GCEA!1); 

(2) GE 4A12}; 

(3)rankG = rank4 . 

4. 设 4E€ Cr”*",r >0, 证 明 对 任意 指定 的 正 整数 ;ET[0,r], 必 存在 XX E412| 使 rank 
X,=s. 

5. 设 4EC""(r>0) 的 奇异 值 分 解 为 


Ol 


其 中 也 =- ,ma .证 明 :4*+ = "| ~ 中 六， 


0 


oO 


6. 设 AEC"™", 证 明 :4* =(4 4)*A*=A4A'(A44")!. 
7. 证 明 : 短 阵 方程 组 ”有 解 的 充 要 条 件 是 AX = 有 与 2D = 分别 有 解 , 且 4E 
= BD. 
、 、 、 | 4 要 -Cl =min 
8. 设 4E C" ,证 明 :下 面 最 小 问 是 | 的 解 为 X= A* CB* 


| X= min 
9. 证 明定 理 3.3.9 中 除 (7) 以 外 的 其 他 各 条 . 
10. 设 AEC"™*",XEC"™™"™. 证 明 : XEAh11,31 叶 A" AX=A4'. 
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第 4 章 窍 阵 范 数 与 定 阵 级 数 


在 数学 的 许多 分 支 和 工程 实际 中 ,特别 涉及 多 元 分 析 时 ,仅仅 研究 矩阵 代数 是 不 够 
的 ,还 必须 研究 常数 矩阵 序列 和 级 数 的 收 伍 性 .本 章 内 容 的 安排 是 : 先 介绍 矩阵 范 数 ,然后 
讨论 和 矩阵 序列 与 矩阵 级 数 的 收敛 性 ,从 而 给 出 矩阵 级 数 的 Lagrange-Sylvester 定理 ,最 后 作 
为 矩阵 序列 与 矩阵 级 数 的 应 用 ,给 出 非 负 算 阵 论 中 著名 的 Perron 定理 的 完整 证 明 以 及 给 
出 计算 A! 的 几 种 方法 . 


4.1 和 矩阵 范 数 


数 域 严 上 的 向 量 空间 "Y, 当 引 进 满足 下 列 三 条 件 的 函数 上 .| : pV 一 及 后 便 构 成 所 谓 
的 赋 范 空间 ,其 中 上 || 称 为 范 数 .这 三 个 条 件 分 别 是 : 

(1)( 正 定性 ) x1 0 且 x 上 =0SOx=0,VYxEV; 

(2)( 齐 次 性 ) 站 下 外 = x ,VAEF,YVxEV; 

(3)( 三 角 不 等 式 ) | x+y| <|x|+lyl,Yvyx,yEV. 

例如 ,在 n 维 向 量 空间 F" 中 , 设 x=(xi,…,%,) ,使 


lz = (Plal (p=D 

则 | .1 , 构成 了 FP" 的 范 数 , 称 之 为 Hilder 范 数 或 p - 范 数 .特别 地 , | . 上; 叫做 FP" 的 1 
一 范 数 , ,叫做 F" 的 2 - 范 数 或 Euclid 范 数 .同样 | x | 。 = max |xi | 也 给 出 了 EF” 
的 一 个 范 数 , 称 该 范 数 为 w - 范 数 . 

容易 知道 ,FP”" 可 看 成 为 以 1 Ey | i=1,2,…,m,j =1,2,…,n| 为 基 的 nm 维 向 量 空 
间 . 现 对 该 空间 赋予 某 种 范 数 外 | , 则 由 于 该 空间 的 向 量 实际 即 为 m x n 阵 , 因 此 此 时 范 
数 | 外. | 又 叫做 矩阵 范 数 . 换 句 话说 , 当 赋 范 空间 的 向 量 是 矩阵 时 , 称 该 空间 的 向 量 范 数 为 
和 矩阵 范 数 . 

例 4.1.1 对 严 ” "中 任何 矩阵 4 = (ay )。， 分 别 使 


41 = (5 |a|’)? 
i 


m 
14 = max Deol, Al, = Dol 
<J<ni=1 of 


1 
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141。 = me D2 los 
则 让 .1 1， 1: 上。 和 中 中。 均 为 记 …" 的 逢 阵 范 数 .其 中 是 上; 也 叫 矩 阵 4 的 


Frobenius 范 数 或 Euclid 范 数 ; ‖* | , 又 叫 矩 阵 的 1 - 范 数 或 列 范 数 ,而 上 | 。 又 叫 矩 阵 
的 % - 范 数 或 行 范 数 . 

例 4.1.2 设 上 -为 "上 的 矩阵 范 数 ,固定 一 个 列 满 秩 阵 4E F*",VXE 

丈 "“” ,使 
和 飞人 = | 4x1 
则 中 艺名 “为 天" 上 的 矩阵 范 数 . 

上 例 表 明 ,可 以 用 已 知 的 抢 阵 范 数 去 构造 新 的 矩阵 范 数 . 

例 4.1.3 V4,BEEF"", 使 (4,B)=tr(4B" ), 则 有 (F”",《.》) 构 成 一 个 内 积 空 
间 . 令 上 41 =vVt(44" ), 则 有 上 :为 FE”" 的 矩阵 范 数 , 它 就 是 4 上; .一 般 地 ,给 定 一 
个 实 或 复 赋 范 空间 (V, | ‖ ), 范 数 ‖: 上 能 被 某 个 内 积 导出 , 即 存在 V 上 的 某 内 积 使 | x 
上 =vV《x%x,%x) 对 任意 xEy 缘 成 立 ,其 充 要 条 件 是 : 范 数 满足 所 谓 的 平行 四 边 形 法 则 

x+ylz+lxz=-yl2=21xl2+217yl 

给 定 一 个 线性 空间 ,人 们 可 用 多 种 不 同 的 方式 定义 出 多 种 不 同 的 范 数 ,为 刻画 这 些 范 
数 之 间 的 联系 ,一 个 重要 的 手段 是 范 数 等 价 . 

定义 4.1.1 设 了 是 线性 空间 , | 上。 与 上 中, 均 为 VY 上 的 范 数 .车 存在 正 数 M,m 
使 得 对 一 切 xEV 满足 

mllzxllss<lxl,<MIzxls 
则 称 上 .外 与 上. | 是 等 价 的 . 

显然 , 范 数 的 等 价 满足 自 反 性 ,对 称 性 和 传递 性 . 

定理 4.1.1 设 了 是 实数 域 或 复数 域 的 有 限 维 向 量 空间 , 则 了 的 任何 两 种 范 数 均 是 
等 价 的 . 

证 明 ; 设 上 :|。 为 了 的 一 种 范 数 . 取 定 了 的 一 组 基 i ej,…,e,| .于 是 YxEV,x= 
Xiel + 十 Xe .定义 函数 ps: FF" 一 RR, (x x) xiel+ "+ xne, ‖。 则 有 gp, (xi， 
= x el +… + ves 1。 为 连续 函数 .事实 上 

| gest) Palys yo)| < (wy)et + (x —y)e, | 


<|x1— | | 21 上。 + | en | 。 
Wd 1 Ld 1 
< (Dx -|)’ (lel:)? 
Hblder 不 等 式 i=1 i=1 


因此 ,gw 是 关于 ,…,x, 的 多 元 连续 函数 . 现 假定 | . 上, 与 | . ‖| ,为 了 上 的 两 种 范 数 . 
考虑 函数 
xn) 


_ | XI1El1 十 "十 Xen | a 
和 ae， 十 十 Xen 有 


(A 
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于 是 /4,… 入) = 名 (各 :各 9 在 其 定义 域内 是 连续 西数 . 取 单位 球面 


S= 村 | &.|"=1| 
则 有 5 为 F" 上 的 有 界 闭 和 集 . 因 此 /在 S$ 上 有 最 大 值 必 ,也 有 最 小 值 m .显然 杂 ,mm 均 大 于 
零 .于 是 


区 和 
n n 
再 令 


Xl 


Xn 
/aap ia” 
结果 
él, lxl|, 
< 了 el = Tx 
亦 即 


mzxlss<lxl,.<Mlzxls 


容易 看 出 ,上 述 不 等 式 在 x =0 时 是 显然 成 立 的 .于 是 定理 获 证 . 


4.2 ”和 矩阵 的 算 子 范 数 


对 于 任 给 的 AE FF”"", 它 可 看 成 从 F" 到 严 " 的 线性 算 子 o,o(el,…,e,)= (ep…， 
em) 4 .因此 ,可 采用 线性 算 子 的 算 子 范 数 定义 方式 引进 矩阵 的 范 数 . 
定义 4.2.1 设 AEC™",xEC",| zx, 与 上 hx; 分别 是 CGC" 与 G" 中 的 范 数 , 令 


a sop ET =, sp, el, 

则 称 | 4 | 为 矩阵 4 经 向 量 范 数 :|‖。 和 | 。 导出 的 算 子 范 数 ,简称 为 4 的 算 子 范 
数 . 

对 方 阵 4EC" "而 言 , 让 上 外: 让 。 和 | 取 相同 的 向 量 范 数 ,此 时 和 矩阵 4 经 向 量 范 
数目 。 和 上 :所 导出 的 算 子 范 数 常 称 作为 由 上， ‖。 所 导出 的 范 数 . 

由 定义 4.2.1 容易 看 出 ,此 时 的 上 4 上 实际 上 也 就 是 使 | 4x es< 用 x。 对 一 切 x 
丝 成 立 的 最 小 非 负 数 公 . 

现在 一 个 自然 的 问题 是 ,上 一 节 中 我 们 引进 的 矩阵 的 列 范 数 (i.e. 1 - 范 数 ), 行 范 数 
(i.e. om - 范 数 ) 是 否 均 可 看 成 算 子 范 数 呢 ? 结论 是 肯定 的 . 

定理 4.2.1 设 4=(ay)EC"*", 则 

(1) | 41 = 1 ， | hx | , 即 抢 阵 的 列 范 数 是 由 向 量 的 1 - 范 数 所 导出 的 算 子 范 


数 ,这 里 向 量 的 1- 范 数 是 指向 量 的 分 量 绝对 值 之 和 . 
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(2)141。 = Sup ， | 4x | 。, 即 矩阵 的 行 范 数 是 由 向 量 的 m - 范 数 所 导出 的 算 子 


范 数 ,这 里 向 量 的 om - 范 数 是 指向 量 的 分 量 绝对 值 的 最 大 值 . 
G) 4 经 向 量 的 Euclid 范 数 所 导出 的 算 子 范 数 , 常 记 作为 上 4 1,, 上 4 ,= 
, Sup 上 hx 中 ;= V7 ,其 中 中 x 上, 表示 向 量 的 Euclid 范 数 ,4, 为 4” 4 的 最 大 特征 值 . 


1 4 1 也 通常 被 称 为 矩阵 4 的 谱 范 数 或 2- 范 数 . 
证 明 : (D) 设 zx= (wy,…,%,)"EC""1, 则 有 Ax = ( 守 am.… 守 on) "于 是 
Lal = [Dalt e+ | Dom) = ) 

< DD |asl- 2 lo EN 


i=1 j=1 


< (mm (Dl DD) (B21sl) 


m n 


因此 
sp ll hss < ms( Del) = A 


另 一 方面 , 设 4 的 列 范 数 为 >， 
《am … “Gmy, )， 故 有 


, 则 有 取 xo = 6 ,于 是 xo | ， 二 1, 且 Axo 三 


如 


,spp ,| 4x | > | Axo ||， 二 > | om| = 人 4 |， 
<“ 1= i=1 


至 此 ,有 


4 = ,sp el 
获 证 . 
(2) 设 多 二 (x 二 CG"™*! , 则 


a 
| Ax | 。 = max | Dl a | 
lgigm j=1 


n 
< max( > | or|| 和 | 
=1 


1< is<m 了 
n 
< (max ( > ， | 05|)) max |%| 
1<ism 7 1<sjs<n 


因此 


= 


sup | 4x 1 < max 人 eol) = 141。 


1xl。=1 <ism 7 


另 一 方面 , 设 1 41。- | ou|z 0. 取 和 = (6,…, 人 )" 如 下 : 
起 1 
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于 是 
lxol- =1 
PPE SIE ES 
这 表明 
14o1- = me | Do |= les) = 141- 
所 以 


141 -= ,spp |All. 


(3) 设 4" 4 的 n 个 特征 值 为 4 宇 41 宇 … 宇 4, 0, 其 对 应 的 正 交 单位 特征 向 量 为 &， 
色 ,…,6& .于 是 V 单 位 向 量 xEC"*!,x 可 表示 为 x = at 人 +…+ ak, 其 中 | a1|?+…+ 
| a, |?=1. 结 果 
| Ax ||? = (Ax,Ax)=x" A* Ax 

= (08 + +k )4 AC(a bl + + ank,) 

= (6 + + (oAé + + aAné,) 

=| ol ?A+ + hss< Ai 1= 7 
于 是 

spp ,|| Ax || ,< A 


1 zl 2 = 
另 一 方面 , 取 x=&, 则 | & 上 ,=1, 4 4? = &* 4* 4 = 让) 和 6 = 和 .这 表明 
sup ， | 4x | ,=v A 


1 xl;= 


进而 spp ,|| hx | = VX. 


1 zj = 


口 
与 矩阵 的 1 - 范 数 , % - 范 数 相 比较 ,矩阵 的 谱 范 数 计算 较为 不 便 ,但 矩阵 的 谱 范 数 
具有 一 些 特殊 性 质 , 使 得 它 在 理论 和 实际 工程 中 有 着 广泛 的 用 途 . 首 先 , 有 
定理 4.2.2 设 4E EF"*,(") 为 P" 上 的 通常 内 积 , 则 有 以 下 几 条 成 立 : 
(D412= sp 和 | ( 谱 范 数 的 定义 ); 


(1) 1 4l,= spp Ax | ,; 


1 z| 2 - 
(2) | 4| = sup [4s, y)| ; 
sx0,yx#0 | 和 1211712 
(3) | 4 1 := sup |(Ax,y)|; 
lx 2= Pyl,=1 
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(4) 上 | Ua4V 1 = 1 41 对 任何 西 阵 U,V; 
(3)1 4 ||,= || 41;,. 
证 明 : (1) 和 (1 ) 等 价 是 显然 的 .(2) 和 (3) 等 价 也 是 显然 的 .下 证 (1) 全 (2). 
首先 由 许 瓦 效 不 等 式 有 
和 < 人 el 2 
条 -TT < 


< 41， 
因此 


<141， 


另 一 方面 , 取 mE 素 " 使 得 | mo 1 = 工 且 | 4 1 = 上 4 | ,于 是 令 yo= 二 各， 


则 当 4 关 0 时 有 
| yl,=1 


( Axo 


| (Axo, yo) | = | yo 4xo| - | 癌 于 4 = || Axo || , 


因此 又 有 


Iz, (Ax,7)|> | 4xo ,= 4 1, 


结果 无 论 4 是 否 为 零 矩 阵 , 均 有 


| (Ax,y)| 
po Toa Al 
至 此 ,(1), (1 ),(2),(3) 等 价 已 获 证 . 
关于 (4) ,由 谱 范 数 的 表达 式 知 
| UAV I, =v A (VA*U’* UAV) 
=V)h lV’ 4 AV)=V Awm(A' A)= 1 41, 
对 任意 的 酉 阵 U,V 恒 成 立 , 因 此 (4) 真 . 
注意 到 4" 4 的 最 大 特征 值 与 44* 的 最 大 特征 值 相同 ,因此 得 (5). 


口 
倘若 给 定 的 矩阵 4E FP"*" 为 自 伴 ( 即 自 共 力 ) 阵 , 则 4 的 谱 范 数 的 计算 还 有 下 列 更 为 
简洁 的 形式 . 
人 


$- {办 学 ， «#0] 


= {Ax,x): | x|,=1i 
则 有 $=9,1|4 ent intg | la 
证 明 : (1)#$ = p 是 显然 的 . 
(2) 令 a=inf# =infp,B=sup$ =supg, 则 有 a 是 使 得 4 - al 为 半 正 定 阵 的 最 大 实数 ， 
8 是 使 得 应 - 4 为 半 正 定 阵 的 最 小 实数 .一 方面 , | (4x,x)| 三 | 4 zs<l41， 
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上 x12, 因此 由 cc, 8 的 定义 立即 知 |a|, |B8| < 4 |,; 另 一 方面 ,车 记 r = max 
{|a| ,18|}, 则 有 攻 + 4 是 半 正 定 阵 ,rl - 4 也 是 半 正 定 阵 .注意 到 +4 与 了 -4 可 交 
换 ,因此 (+ 4)(r- 4) 也 是 半 正 定 阵 ,结果 rT- 4? 也 是 半 正 定 阵 ,所 以 
mlxl2=r (x,x)> A xr,x) = (Ax, Ax) = || Ax ||2 
"=| 413,r= 141, 
定理 获 证 . 
口 
作为 谱 范 数 的 一 个 应 用 ,下 面 说 明和 矩阵 的 谱 范 数 可 用 来 给 出 向 量 空间 中 等 维 子 空间 
距离 的 一 种 度量 .首先 证 明 如 下 定理 . 
定理 4.2.4 设 U,UEEF” ,和 且 UU= UU,=L, 则 
| UU -UU ,=v1- a, (Ur U,) 
其 中 o%,( UY UU) 表示 和 矩阵 UV? U, 的 最 小 奇异 值 的 平方 . 
证 明 : 将 U0, U, 分 别 扩充 为 西 阵 到 = (Vi ,Ui),2Z = (VV,U,). 考 虑 西 阵 


P 11 Pp 12 Vi 要 Vi U, Vi 
= A = x (V, UU;) 


Py, P» Ur 人 Ur U, Ui 
由 
| 
Ps» P2 | = 
(Pa Pz) p>, 
得 


Py» P» = 1, - Pr Pr 
因此 ,Pz Py 的 特征 值 为 不 大 于 1 的 非 负 实数 . 取 P 的 奇异 值 分 解 


TY P» Hi = C= 


其 中 0saoa…<c< c="…=c,=1. 注 意 到 
¥ 捧 证 Pn 
五 =H, (Pa Py) H, 
P» 


= Hr Py PoH+ Hi P» Py Hi 
=(PyH)" PoHi+C 
故 有 


2 
1 - ci 


2 
l-ce 


(Pu Hi)” PH = 大 一 C= 
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这 表明 :P, 鼠 的 前 天 列 正 交 , 后 r -大 列 均 为 零 . 现 将 Pw Hi 的 前 大 列 标准 单位 化 后 扩充 
为 C"… "的 标准 正 交 基 7 , 则 有 


re pom-(s 9 
2 122*1 一 0 0 


(nr)xr 
Vl-e 
其 中 9 = “ ,因此 
Y 1-c xk 


|v l= Pols-| 


S 0 
(, 中 | 三 1-ci=vV1- ou (Ur U,) 
2 
现 考虑 了 的 行 (P»。 Pw), 由 
. Pa 
1 = 7T (Py P») x T 
Py 
= T7 PaPa Ti+t+ Ti PyPyT, 
=(T? Pa)(T? Pa)" +C’ 


2 
l-—ei 


2 
1l—ex 


(Tr Pn) CT P2) =1,- C2 = 
0 
因此 , 7; Pa 的 前 上 行 相互 正 交 ,后 + -上 上行 均 为 零 .将 该 上行 分 别 标准 单位 化 ( 即 分 别 除 


以 有 ) ,再 将 之 扩充 为 行 向 量 空间 C"…' 的 标准 正 交 基 ,然后 又 将 此 标准 正 交 基 通过 
7 


转 置 共 思 f 得 西 阵 有 , 则 下 满足 


， SS 0 
TD Py» H, = 
rx{(n—-r) 


0 0 
V1-o 
其 中 5= . . 
V 1- ei 
于 是 
or mls lpals=|(s oO) =/ Ta 
结果 
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Vi 其 并 
| Uv - UU |, -| 人 ja - UU? )(V, U,) 
1 


2 
| 0 一 从 ™ 
Ur V 0 


三 1- com( Ur U,) 


2 


定理 证 毕 ， 
门 

在 向 量 空间 中 ,除了 向 量 间 的 夹 角 及 向 量 间 的 距离 ,还 可 引进 等 维 子 空间 的 夹 角 和 等 
维 子 空间 的 距离 等 概念 . 

定义 4.2.2 设 L,M 是 "的 两 个 等 维 子 空间 ,Ei,E, 分 别 是 F" 某 一 标准 正 交 基 下 
正 交 投影 算 子 P.、Py 的 表示 矩阵, Ui , U; 分 别 为 及 (已 ) 与 R(E,) 的 标准 正 交 基 构成 的 
矩阵. 称 

0 = arccos ou (UY U,) 

为 等 维 子 空间 了 与 1 之 间 的 夹 角 , 其 中 oj,( UYU,) 为 U? Us 的 最 小 奇异 值 , R(E,) 表 示 
由 E, 的 列 所 张 成 的 向 量 空间 . 

对 任何 句 逆 阵 TE F"*" ,由 于 R(E.T) = R(E,), 因 此 容易 知道 ,9 与 F" 的 标准 正 交 
基 的 选取 方式 无 关 , 也 与 R(E) 和 R(E,) 的 标准 正 交 基 的 选取 无 关 . 

定义 4.2.3 设 L,M 是 FF" 的 两 个 子 空间 ,dimL = dimM, Bi,E, 分 别 是 F" 某 一 标 
准 正 交 基 下 正 交 投影 算 子 Pi , Py 的 表示 和 矩阵 , 称 

d(L,M)= | E,-E,|, 

为 等 维 子 空间 工 与 MM 的 距离 . 

由 于 EF* 的 不 同 标准 正 交 基 下 同一 正 交 投影 的 矩阵 表示 是 本 相似 的 .因此 ,由 定理 
4.2.2 中 (4) 知 ,上 述 定 义 的 距离 与 标准 正 交 基 的 选取 方式 无 关 . 


现 给 定 为 一 个 Hemnite 竺 等 阵 ,由 分 解 定理 知 , 刀 可 表示 为 = V[ “| y” ,其 中 


7 为 酉 阵 . 令 了 = (vy,…,5,), 则 有 五 = DZ ,其 中 0U=(v4,…,b,), 满 足 U" U= 工 .因此 ， 
等 维 子 空间 工 与 作 的 距离 4(L,M)(= EE, -EE, |,) 在 将 E,,E, 分 别 分 解 为 El = Ui UI 
和 E, = UU2 (Ui 与 U, 均 为 部 分 西 阵 ) 后 , 变 为 上 UUY - UsU2? | ,. 再 由 定理 4.2.4 
得 :等 维 子 空间 工 与 的 臣 离 实 际 上 就 是 这 两 个 子 空间 夹 角 的 正弦 . 


4.3 相 容 矩阵 范 数 


由 于 任何 下 上 m x n 和 矩阵 既 可 看 成 是 域 了 上 mn 维 线性 空间 中 的 一 个 向 量 ,又 可 看 
成 FE" 一 "在 给 定 基 下 的 一 个 线性 变换 .因此 ,人 们 往往 关注 能 反映 这 二 重 特征 的 矩阵 范 
数 , 为 此 引入 如 下 矩阵 范 数 的 相 容 性 概念 . 
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定义 4.3.1 设 由 .1 1 1 和 上 |: 分 别 是 严 ” ,大 "和 砍 2" 中 的 给 定 

范 数 . 若 YV AE FF"*?, YY BE?*", 均 有 

| AB | ,< | A Bl ,,, 
则 称 上 ;中 ,和 :中 ,是 相 容 矩 阵 范 数 .对 "中 的 范 数 ,车 满足 
上 481 < | 4 1 B81 对 任何 4,BE 兢 "各 成 立 , 则 称 上 外. 下 是 自 相 容 的 矩阵 范 数 .今后 
本 书 中 涉及 的 相 容 矩阵 范 数 ,除非 特别 说 明 , 均 是 指 自 相 容 的 矩阵 范 数 . 

显然 ,上 述 关 于 相 容 矩阵 范 数 的 定义 包含 了 下 述 情形 : 

设 | 中 ,, 为 ”上 的 范 数 , | 上, 与 上 | 分别 是 "与 FP”" 上 的 向 量 范 数 . 若 
4x 上 sa< 4 Dx 对 任何 的 4€E BF""* 及 任何 的 xE€ "和 丝 成 立 , 则 有 | ,、 
中。 和 上 :是 相 容 的 .特别 当 4EF"”*", 且 :中 ,= | js 时, 上述 不 等 式 变 为 

| 4z1l.<l41。 xll。 
此 时 称 方 阵 4 的 范 数 上 4 | ,., 与 向 量 的 范 数 | x 1 。 相 容 . 外 . 1。 也 称 为 与 外. ,、, 相 
容 的 向 量 范 数 . 

例 4.3.1 设 AEC"™",xEC",| 4 为 4 的 算 子 范 数 .由 算 子 范 数 定义 知 : 
4x < 4 1 x 对 任何 x 皆 成 立 .因此 ,4 的 算 子 范 数 与 向 量 的 6- 范 数 和 4a- 范 
数 是 相 容 的 .此 外 , 仍 由 算 子 范 数 的 定义 知 算 子 范 数 为 相 容 的 矩阵 范 数 . 即 只 要 4B 有 定 
义 ,就 有 | 4581 大 上 411 B1 


例 4.3.2 忆 "*" 中 ,矩阵 的 Frobenius 范 数 上 4 ;= (2 |)? 是 一 个 与 向 量 的 


Euclid 范 数 相 容 的 范 数 ,矩阵 的 Frobenius 范 数 也 是 自 相 容 的 矩阵 范 数 . 事实 上 , 令 x = 
(x1,° x) EP", 


1 人 = 5 Dsl < 已 (于 os 
< EF) (Dl) 


J 


- [Dll) (DIs) 


J 


- (Dal ) 2 lal 


| Axl,< | Al lxl, 


a4Bl| p< lAlzlBIs; 
口 
将 矩阵 经 向 量 的 Euclid 范 数 所 导出 的 算 子 范 数 ‖ 4 |, (i.e. 谱 范 数 ) 与 抢 阵 的 
Frobenius 范 数 ‖ 4 1 上; 相 比 较 , 易 知 
VA= 14l.<|4l; 
其 中 力 为 4" 4 的 最 大 特征 值 .一 般 地 ,矩阵 4 的 Frobenius 范 数 与 谱 范 数 不 等 .例如 , 单 
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位 和 矩阵 工 ,其 Frobenius 范 数 | 区 | ; 为 Vn ,而 其 谱 范 数 | 去 上 则 为 1. 
例 4.3.3 在 FEF? 中 ,A4=(ay)EPF??. 取 4], = max| as | .于 是 上 .| 上， 为 FP”? 


上 的 矩阵 范 数 , 但 ‖* 上。 不 是 相 容 的 矩阵 范 数 . 如 取 
1 1 1 1 2 2 
4= (1 3=( 1) 48=(; | 
容易 看 出 141 ，= 1 831，=L 而 | 4B |‖。= 


此 例 说 明 ,并 非 所 有 的 矩阵 范 数 均 是 相 容 的 矩阵 范 数 .不 过 ,目前 我 们 所 熟悉 的 ,诸如 
和 矩阵 的 列 范 数 、 行 范 数 等 均 是 相 容 的 . 
定理 4.3.1 和 矩阵 范 数 上 "上, ( 列 范 数 ), 外. ( 行 范 数 ) 以 及 1, 均 为 相 容 的 矩 


阵 范 数 . 
证 明 : (1) 由 于 和 矩阵 列 范 数 外 |， 和 和 矩阵 行 范 数 ‖ ‖ 。 均 可 看 成 算 子 子 范 数 ,因此 
上 中, 是 相 容 的 矩阵 范 数 , ee。 也 是 相 容 的 矩阵 范 数 . 


(2) A = ay,B = by,AB = cy,cy = > obs ,于 是 有 
14B1。 = | Dob 
Dhanl lo 
-习习 oa 
IT )] 
< (Fla) lal, 


= A Bl 


从 


口 
相 容 矩阵 范 数 还 具有 如 下 性 质 . 
性 质 4.3.1 设 上 .为 F”* 上 的 相 容 矩 阵 范 数 , 则 在 PF" 上 必 存 在 与 之 相 容 的 向 量 
范 数 , 即 存在 向 量 范 数 | ' | , ,使 得 上 4x 上 ,<41 x| ,对 yAEF"”"* 及 YyxE" 和 
成 立 . 
证 明 : 取 " 中 向 量 y= (1…1)", 则 由 上 :是 F"”"* 上 给 定 的 范 数 知 : yx EP", 若 令 
| sx 1 = xy 中, 则 有 .中 ,为 * 上 的 一 个 向 量 范 数 ,对 此 向 量 范 数 有 
Axl,y= hx 和 sa l= |All |x, 
此 即 | 1, 与 外 | 相 容 . 
口 
性 质 4.3.2 设 上 | 为"”*"( 记 = 民 或 C) 上 的 相 容 矩阵 范 数 , 则 VY A4E FP"** 有 p(4) 
志和 4 ,其 中 p(4) 表 示 4 的 谱 半径 . 
证 明 : (1) 当 户 = C 时 , 由 性 质 4.3.1 知 ,存在 CGC" 上 范 数 |, 使 得 Ax ,=< 
79 


和 矩阵 分 析 


1 4 让 站 * 秆 ,对 任何 xE C" 皆 成立 .对 4 的 任 一 特征 值 X, 取 相应 于 ) 的 一 个 非 零 特 征 向 
量 , 有 ha = Ma ,此 时 
[Acl,= al lall,s< la4l leal, 

由 上 a] ,0 立即 知 |4| < 上 41. 获 证 . 

(2) 当 数 域 F= 民 时 ,于 是 由 "** 上 的 范 数 等 价 定理 知 ,存在 M>0 使 得 4* = 
M4* | ; .注意 到 由 (1) 知 上 4 上 ,二 p(4), 于 是 

| Al :z=M| A | > Mo(A)= M(p(A))’ 
结果 有 上 4 上 >Mip(4), 让 hk 一 w 得 上 4 二 p(4). 
口 

定理 4.3.2 VYV 4E"*,Ye>0, 则 存在 F" "上 的 相 容 矩阵 范 数 | | ( 它 依赖 于 算 
阵 4 和 se) 满足 | 到 外 =1, 使 得 141 大 o(4)+e. 

证 明 : 由 Schur 分 解 定理 知 , 有 西 阵 UE CG"*" ,使 得 


rn ”mn 
UAU=R= » : 
Tm 


令 
1 
0 
DA (80) 
oS"-! 
则 有 
ru rd 机 ri 
rz ran8" 


万 -RD = 
T(n-D(n-1) TD 

现 取 6 为 充分 小 的 正 数 使 得 上 DRD |， < max | | | + el}, 结 果 上 D-!1U" AUD 1 = 
1D 'RDI ,<p(A)+e. 

V GEEF"*" ,再 记 上 GH = D 'U"* GUD | , 则 易 知 下 为 天 "上 的 相 容 和 矩阵 范 
数 , 且 满 足 上 1 上 =1, 结 果 上 41 <o(4)+s. 证 毕 . 

口 
性 质 4.3.2 和 定理 4.3.2 初步 阐明 了 和 矩阵 谱 半径 与 矩阵 相 容 范 数 之 间 的 关系 : 
VY AEE"*",p(A)=inf!l ll 41 :1 | 为 到" "上 的 相 容 矩 阵 范 数 | 
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4.4 矩阵 极限 与 矩阵 级 数 


熟知 ,对 一 个 赋 范 线性 空间 而 言 ,其 向 量 序列 的 极限 是 依 范 数 | . || 而 给 出 的 , 即 向 量 
序列 {x.} 收敛 于 > 是 指 lim || x, -x | =0. 由 于 和 矩阵 范 数 实际 上 为 向 量 范 数 ,因此 矩阵 序 
列 的 极限 便 可 类 似 地 给 出 . 

定义 4.4.1 设 上 .为 F"* 中 的 矩阵 范 数 .FF"”" 中 的 矩阵 序列 14,1”, 若 满足 : 存 
在 4€ PF"" 使 得 lim ‖ 4 - 4 = 0, 则 称 矩 阵 序列 ! 41%, 按 范 数 是 .| 收 钱 于 4, 记 作 


4; 习 4 .不 收敛 的 矩阵 序列 称 为 是 发 散 的 . 

上 述 定义 表明 , 赋 范 空间 的 向 量 收敛 现 也 可 看 成 是 矩阵 序列 收敛 的 特殊 情形 . 

关于 矩阵 序列 收 倒 性 的 判定 ,有 如 下 定理 ; 

定理 4.4.1 (1) 在 有 限 维 向 量 空间 中 ,向 量 序列 |x,, | 按 某 种 范 数 收 化 于 x 等 价 于 向 
量 序列 按 任何 一 种 范 数 收敛 于 x .特别 地 ,等 价 于 | xj 按 坐标 收 伍 于 4. 

(2) 亚 "x" 中 矩阵 序列 4。= ago)| 按 某 种 范 数 收敛 于 4 = (a,) 等 价 于 | 4 | 按 任何 一 
种 矩阵 范 数 收敛 于 4 .特别 地 ,等 价 于 1 4 | 依 每 个 元 素 收敛 于 4,i.e. lim af = oy 对 Vi 
j 第 成 立 . 

证 明 : (1) 由 有 限 维 向 量 空间 的 范 数 等 价 ,特别 的 情况 下 ,又 由 按 向 量 的 Euclid 范 数 
收敛 等 价 于 按 坐标 收敛 ,因此 (1) 真 . 


(2) 是 (1) 的 直接 结果 . 
口 
关于 矩阵 序列 的 极限 还 有 如 下 性 质 ， 
性 质 4.4.1 设 14| 与 1B,| 为 FP"** 中 两 个 矩阵 序列 . 若 limA, = 4,limB, = B8, 则 有 
(Dlim( kA; + 1B,)= kA+1B; 
(2)lim( 4jB,) = 4B, 当 4;,B; 均 为 同 阶 方 阵 时 . 
证 明 : 显然 . 
口 ] 
性 质 4.4.2 在 FF" 中 , 设 limA; = 4, 且 4!',A;' 均 存在 ,i=1,2,…, 则 有 lim4;! 也 
存在 且 为 4 . 
证 明 : 注意 到 
A = Ea 
其 中 488 表示 4, 的 伴随 矩阵 . 由 行列 式 函数 的 连续 性 知 ,lim det4; = det4 及 limd' = 4 ， 
因此 ,limA7! = Ta" = 4-1. 
口 


性 质 4.4.3 设 (pV,《*)) 为 有 限 维 内 积 空间 ,1x, | 为 py 中 的 向 量 序列 ,x EV; {4, | 为 
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丈 "” "中 的 矩阵 序列 ,4E 怕 "“, 则 有 

(Dlimz, =x 仿 lim (x, -x,y) =0 对 任意 的 yEV; 

(2)lim4， = 4 全 lim tr( A ~- A)B* =0 对 任意 的 BE FPF"*". 

证 明 : (1) 由 关于 内 积 的 许 瓦 兹 不 等 式 立 即便 知 . 

(2) 注 意 (X, TY) = rt(XY" ) 是 FF "的 内 积 ,因此 由 (1) 即 知 . 

定理 4.4.2 设 U 是 n 阶 西 阵 ,M 为 Ux = x 的 解 空 间 , 则 由 

D,= (I+ Ut + U0!) 

定义 的 矩阵 序列 1D, 1 ”| 收敛 于 垂直 射影 5 = Py ,其 中 为 C "在 |el, ,ev 下 垂直 射影 


算 子 Px 的 表示 阵 , e; = (0,.…,1,0,.%,0). 
证 明 : 记 N=Im(1- 0). 若 x*=y- UEN, 则 


Ds= Ty- Ut yt + Uy Uy) = 二 (7- Uy) 
该 向 量 的 Euclid 范 数 为 
| Dz | = Ty- vyl,<T( yl + | Uy|; )= yl 


因此 ,对 yxEN 有 Dx->0. 

另 一 方面 ,车 x M, 则 Ux =x, 从 而 D,x = x,D,x 一 x. 注 意 到 U 是 西 阵 , 因 此 文 有 有 针 
上] 上 N,N @M = C". 现 在望 = Py 为 C* 到 M 上 关于 基 |e，…e| 的 垂直 射影 矩阵 ,于 
是 VY xEC',x= Ex D(I- E)x, 其 中 Ex EM,(I- E)xEN, | D,x- Ex|,= | D,Ex+ 
D,(1- EE)x- Ex 上], 一 0, 亦 即 上 (D, ~- E)x 上 ,一 0. 由 x 在 GC" 中 的 任意 性 知 D, 一 E. 


口 
直观 地 ,给 定 F"" 中 的 一 个 矩阵 序列 A ,As,，,…, A;,"…, 称 表达 式 Ai + 4， 十 "… 十 4 


+ … 为 一 个 矩阵 级 数 , 记 为 > 4 , 其 中 hi 叫做 该 级 数 的 通 项 或 一 般 项 .容易 理解 ,矩阵 
级 数 的 收 化 性 概念 也 是 通过 秆 阵 序列 的 极限 来 给 出 的 ， 

定义 4.4.2 ”对 一 个 矩阵 级 数 2 4, 若 其 部 分 和 序列 15， = 4 + 刀 +…+ 妨 | 极限 
存在 , 记 为 5, 则 称 该 矩阵 级 数 收敛 , 记 作 34 = $. 否 则 称 级 数 24 是 发 散 的 . 

关于 矩阵 级 数 收敛 性 的 判定 有 如 下 结果 

定理 4.4.3 《1) (Cauchy 收敛 准则 ) 24 收 敏 仿 对 EP"" 的 任何 一 种 范 数 | . | 及 


Ve > 0, 习 NE Ns.t. 对 任何 正 束 数 p,g, 当 4g > p > NW 时 , 均 有 | 2 74 | < 所 对 某 一 


种 范 数 ‖ . | 满足 ;ye > 0,3NE 尺 , 当 > p> NN 时 有 | > 4 | < 。, 这 里 p,q 名 为 


82 


第 4 章 抑 阵 范 数 与 矩阵 级 数 


正 整数 ， 
(2) 车 数 项 级 数 > | 4 | 收敛, 则 矩 阵 级 数 > 4 收 人 


(3) 设 数 项 客 级 数 3 ax 的 收敛 半径 为 尺 , 则 当 方 阵 4 的 某 相 容 矩阵 范 数 ‖ 4 ‖ < 
k=1 


及 时 , > arh* 收敛 . 


k=1 


证 明 ; (1) 考 虑 六 4 的 部 分 和 序列 |S。| ,Su = A1+…+ Ah 


六 4 收敛 志 1S, | 极限 存在 ; 


会 15,1 按 任何 一 种 范 数 收敛 ; 
会 15,1 按 某 种 范 数目 * 收敛; 
会 Ve>0, 了 NE 尺 , 只 要 mi,maz> 人 就 有 | S。- S。 | <e; 


车 Ye >0, 3 NEN 使 得 对 任何 正 整数 p,g, 当 gqg 宇 p 宇 NN 时 ,就 有 
| >| < * 
(2) 由 (1) 立 即 可 知 . 
(3) 当 | 4 1 <R 时 ， Da 上 4 1* 收 化 .注意 到 此 收敛 还 为 绝对 收敛 ,由 (2) 即 得 


(3). 
口 
由 矩阵 级 数 的 Cauchy 收敛 准则 知 : 


推论 4.4.1 设 3 4, 为 PF"" 中 的 矩阵 级 数 . 若 4 收敛, 则 必 有 lim4， = 0. 
k=1] k=1 
在 矩阵 级 数 中 ,也 可 引入 绝对 收 伍 的 概念 .对 一 个 给 定 的 矩阵 级 数 3 4, ,其 中 4A，- 


(afp ) 。 ,通常 称 该 级 数 是 绝对 收敛 的 是 指 : 1 a 办 对 任意 的 (i 站 ,i = 1,2,…,m;j = 
k=1 


1,2,…,n 均 是 绝对 收 伍 的 . 
由 数 项 级 数 绝对 收敛 的 性 质 容易 知道 . 


性 质 4.4.4 若 矩阵 级 数 了 A, 绝对 收敛 , 则 (1) >， 4 收敛 ;(2) > 4 任意 重 排 后 得 
k=1 k=] k=1 
到 的 矩阵 级 数 仍 收 伍 , 且 其 和 不 变 . 
性 质 4.4.5 设 > 4 为 Pw 中 的 矩阵 级 数 ,|| .上 为” 中 的 矩阵 范 数 , 则 > 4， 


绝对 收 伍 的 充 要 条 件 是 > || 4, | 收敛. 
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证 明 : 一 4 绝对 收 售 避 Vi 六 [路 全 .因此 ,ye > 0, 3 hE 2! 使 得 
p> 如 时 有 多 (总 |1eD 1) < e .进而 


=1 j=1 
Pt+g 


lhl = ms Del) < (Dll) <e 


si 和 


此 即 | 4 1 。 收敛, 再 由 矩阵 的 任何 两 种 范 数 均 是 等 价 地 推导 出 : >) | 4 | 收 全 
一 六 上 4 | 收 敏 等 价 于 | 4 | 。 收敛 ,从 而 
DIBAPpALAE 
icp tp 
这 表明 》) 4; 为 绝对 收敛 的 . 
k=1 
口 
性 质 4.4.6” 设 六 4 为 有 "x: 中 绝对 收敛 的 级 数 ,4 = 4 ,> 有 是 "中 绝对 


收敛 的 级 数 ,B = > B,. 则 级 数 乘积 ( > 4) ( > B,) 按 任何 方式 排列 后 得 到 的 级 数 也 
绝对 收 伍 , 且 其 和 仍 为 4B 
证 明 : 利用 性 质 4.4.5 知 ,六 | 帮 |。 和》 8 。 均 收 化 .让 MM = 小 ， 


N = 站, 级 数 乘积 ( 44) ( > B,) 的 任 一 排列 方式 得 到 的 级 数 记 为 > C, ,于 
是 由 。 |。 是 相 容 矩阵 范 数 知 


Dal.< PDIasl. 


< B11sl. 
< Dlal Dsl. 
_ MN, 有 界 


ee 1 c, |。 收敛 .再 由 性 质 4.4.5 得 六 C; 绝对 收 全 


然 ,( > Ai){ > B, ) 按 任何 方式 排列 后 得 到 的 级 数 实质 上 是 > C, 经 过 适当 重 排 
得 到 的 级 数 . 因此 , 由 性 质 4.4.4 之 (2) 知 它 收敛 于 同一 个 矩阵 . 车 按 如 下 顺序 排列 


(SS 


>) C = 4 有 + (A1B, + A,B1 + A, B,) 十 
pe 
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lim( 》\Ci) = lim( > A 2 81) = [lim( 2 41)] [lim( 8)] = AB 


Po Eel Pro pol 


4.5 相 容 矩阵 范 数 与 矩阵 序列 极限 的 应 用 


此 节 ,我们 借用 相 容 矩阵 范 数 给 出 矩阵 级 数 的 进一步 有 关 结果 .作为 抢 阵 序列 的 应 
用 ,我 们 证 明 非 负 和 矩阵 论 中 著名 的 Peron 定理 .回顾 上 一 节 的 性 质 4.4.5, 它 将 级 数 》 4 
k=1 


的 绝对 收敛 性 判定 转换 成 了 数 项 级 数 >) 4 有 的 收 合 性 判定 .基于 这 一 点 ,我 们 得 到 : 


定理 4.5.1(Lagrange - Sylvester 定理 ) 设 数 项 稳 级 数 Sa 的 收敛 半径 为 r,4 E 


P"", 则 有 当 p(4) < 7 时, 短 阵 级 数 > ou 绝对 收 化. 更 一般 地 , 设 7 - 10) = Dl a(t 
_ 6)+ 的 收 全 半生 为， 则 当 4 的 所 有 特征 值 均 落 在 收敛 圆 盘 (ie 1A -| < 7,X € 
spec4) 内 时 ,有 了 ou(4 - 中 "绝对 收敛 .进一步 ,假定 4 = PJP ,7 = 鸭 几 (1 为 4 
的 Jordan 标准 形 , U，= 帮 (0) ,Fo 表示 /C1) 的 j 阶 导数 , 则 


als ~ to0D)* = [8 Rt) pe" 


证 阴 : 由 于 oh -tl) < r， 因此 可 取 某 一 - 相 容 的 矩阵 范 数 | 中 ,使 得 
o(A-it00))<|A4-i7l <r 


结果 
立 1a04-aDO < 守 1l 4 w71* 收 全 
亦 即 
ya(4 - 厂 1 六 绝对 收敛 
大 =0 
剩 下 的 只 需 注意 到 
f(A - to) = DAG 一 加) 
D(a | | 
了 | to) = DjarCh A 一 加 ) 


当 L 之 有 一 1 时 ,有 
J (Mi ~ to0) = [Cai ~ bo) + UJ 
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如 ,一 1 
了 


一 2 CIA 一 to) UA 
7=0 
(A 一 加 ) CA 一 to0) "1 oe. CY- (A, . to) 


(4.5.1) 


Cia - to0) 

(CA; 一 to)’ 
mn-l (站 
f Os to) UD 
j=0 了 


Zarla (A -to) = 
ft) ft) oe Ti i) 


f' (Ai- to) 
fA, 一 to) 
整个 定理 获 证 . 


、 _ 1 3 1 5 本 上 1 2k4+1 ,os 
例 4.5.1 由 sinz=z-315 + 517 + +( -1) (35+1TJT 十 


1 4... + 2. 
+ 了 2 + +(—1) CET + 


2 


cosz =1- 赴 z 


1 2» 1 
3 — [EE 恒 一 一 一 une 
C=1+2+317 + + LT + 


它们 的 收敛 半径 为 w ,因此 , 任 给 4E CG"" ,以 下 三 个 和 矩阵 级 数 : 


1 


2k+1 
QFII + 


工人 + 二 + 


1+44+ 让 入 ++ 训 和 + 

均 是 绝对 收敛 的 .通常 记 它 们 的 和 和 矩阵 分 别 为 sin4 , cosA ,e”. 
如 果 数 项 级 数 > aix# 的 收 伍 半 径 为 尺 , 则 对 任意 的 | z| < R，> ,ax 都 是 收 伍 的 ,这 

样 便 定义 了 -个 函数 : 

f(z) = Do, |z|<R 
同样 , 当 取 C"*" 的 子 集 D(f) = 14E PP"*"|p(4) < RI, 则 对 每 个 BE D(P), 和 矩阵 的 宕 级 
数 2 8 也 是 收 伍 的 .这 样 映射 ; 

f:DN>C"”" 
A—/(4)= DA 
便 定义 了 一 个 以 矩阵 4 为 变量 而 取 值 也 为 矩阵 的 函数 .一 般 地 ,我 们 把 (4 ) 称 作 标 量 函 
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数 的 矩阵 推广 或 矩阵 函数 . 
由 (4.5.1) 式 ,下 列 命题 的 证 明 是 容易 的 . 
命题 4.5.1 设 AEC"*" ; 则 limA 存在 当 且 仅 当 下 列 情形 之 一 发 生 :(1)o(4) < 1; 
(2)o(4) = 1, 但 落 在 单位 圆周 上 的 特征 值 只 有 1, 并 且 对 应 于 1 的 初等 因子 的 次 数 都 是 1. 
k 
证 明 : 设 4= PJP"',J = 鲜 及 (41) 为 4 的 Jordan 标准 形 .于 是 lim 4" 存在 导 对 每 个 
Jordan 块 及 (4;), lim J (3;) 存 在 .由 (4.5.1) 式 知 , 当 >n; 时 ,有 
和 CR 
J (i) 三 CA 
和 
2 =1 
由 此 ,要 使 lim 太 (2) 存 在 ,要 么 | 入 | < ,要么 满足 | 一， 
口 
上 述 给 出 的 命题 4.5.1 的 证 明 并 未 涉及 相 容 矩阵 范 数 .倘若 使 用 相 容 矩阵 范 数 ,我们 
便 得 如 下 结果 . 
(Daim4 =0%p(4) < 1 
(2) 六 收 合 全 于 绝对 收 合 司 p(4) < 1 


Al a 
证 明 : (1) 一 a | "| 
A 


知 lm =0,i=1,2,…,n. 因 此 ， 


14;| <1, 即 有 p(4)<1. 
生 当 p(4) <1 时 ,六 (1- o(4)) > 0. 于 是 存在 C""" 上 的 相 容 矩 阵 范 数 ‖ ,使 得 
141 <e(4) + 去 (L-p(4)) = 二 (L+p(4))<1 
结果 上 4“ < 上 4 上 “>0. 再 由 定理 4.4.1 之 (2) 得 4* 一 0. 
(2) 3 收敛 一 lim4” = 0 一 po(4) < 1. 当 p(4) < 1 时 , 取 相 容 矩 阵 范 数 | ， | 
使 得 141 < 1, 于 是 马上 上 < 总 141' 收 全 .因此 总 人 绝对 收 信 


口 
例 4.5.2 设 |' | 为 四" "上 的 算 子 矩阵 范 数 , 则 有 
(DLN =1; 


(2) 车 44 <1, 则 1-4 可 道 , 且 上 (4 一 4A) 有 <7 于 有 -4) "1-71< 
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外 41 
1- Al 
、 -1 -1 Ai-1 .| Ax 
(3) 当 4 可逆 时 , 上 47 上 二 上 414-1, 上 4 中 = inf -Tz 
证 明 : (1) 显 然 . 


(2) 1 4 | <1, 因 此 级 数 3 A 绝对 收 化 ,其 部 分 和 5,, 满足 
(1 -A)S,=1 -A"*! 
(1 -A) lmS.= 


这 表明 
(1 - A) = lim Sn 
| (nA4) | = 1 limS, | =lml Ss,l 
<lim(l+ 141+ + 4 
jim l= | 4"*! 
”mo 1-|4 
_ 1 
~1-14 
注意 到 
(五 -4)[( -A) -1]=A4 
因此 
(了 -4)-1-7=( 工 -4)-14 
结果 
_1 上 41 
上 (五 -= 4) 一 7 < TAT 
(3)1= | 到 上 外 = 由 4421 si4 4 得 
4-7 二 41 7! 
再 由 
11 | 422x | 
4 
知 
2x20 ATix| xz0,7= A-! y 


误 ] 
作为 矩阵 序列 的 应 用 ,下 面 证 明 非 负 和 矩阵 论 中 著名 的 Perron 定理 .在 矩阵 代数 中 , 称 
一 个 矩阵 4 = (ay ) 为 正 矩 阵 是 指 :4 的 每 个 元 素 都 大 于 零 , 记 作 4 > 0. 称 4 为 非 负 给 
阵 是 指 4 的 每 个 元 素 gay 都 大 于 等 于 零 , 记 作 4>0. 特 别 需要 指出 的 是 ,读者 要 注意 此 处 的 
“ 宇 ”“ > "和 本 书 中 命 古 1.3.4 中 出 现 的 “< "之 间 的 区 别 . 首先 给 出 以 下 引 理 . 
引 理 4.$.1 设 n 阶 方 阵 4 >0.p 为 关于 向 量 * 的 不 等 式 组 
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人 (4.5.2) 


(A-p(A)D)x>=0 
的 一 个 非 零 解 . 则 有 

(DpP>0, 且 如 =po(4)p,o(4) > 0i 

(2) 不 等 式 (4.5.2) 的 解 集 为 | 大 | 二 0| . 

证 明 : (1) 当 (4- p(4)7)p=0 时 ,直接 知 和 p=p(4)p. 当 pz0 又 知 ,hp >0. 因 此 有 
o(4)>0,p>0. 因 此 只 需 证 (4-p(4) 门 关 0. 现 若 (4-p(4) 门 pz0, 于 是 4(4- po(4) 
门 p>0, 这 归功 于 4>0. 结 果 存 在 e > 0, 使 得 

A(A -po(A)Dp>=eAp>0 


亦 即 有 
A’p>eAp+ Ao(A)p=(e+p(A4))Ap>0 
令 B=5 CD, 于 是 o(B) <1, lim B* =0. 此 时 上 式 变 为 
BAp>Ap>0 
递 推 得 
BAp> Ap>0 


B'Ap>Ap>0 
由 limB =0, 得 0> hp 宇 0, 巴 盾 .(1) 获 证 . 
(2) 当 4 也 满足 (4.5.2) 式 时 ,分 两 种 情况 考虑 .情况 一 是 g = 0. 此 时 结论 显然 .情况 
二 是 4 天 0, 此 时 由 (1) 得 g >0, hg = o(4)9. 


, 则 


作 -po(4)7( 甸 -9q)=0 
| 铬 -4>0 
仍 由 (1) 知 , 妇 -g>0, 与 上 的 选取 矛盾 . 引 理 获 证 . 


定理 4.5.2(Perron 定理 ) 设 AER"”"*,4>0. 于 是 有 

(1)p(4) 是 4 的 正 特征 值 ,并 且 存 在 相应 于 它 的 正 特征 向 量 ; 

(2)4 的 特征 值 中 , 模 为 po(4) 的 特征 值 只 有 一 个 , 它 为 p(4); 
(3)p(4) 的 代数 重 数 为 1; 

(4) 若 B- 4>0, 则 p(B8)>o(4). 进 一 步 , 当 B>4 但 Bz4 时 ,有 p(B)>p(4). 


证 明 : (1) 设 hx = jx, 其 中 0zx= 


ECG" ,wx =o(4). 取 绝对 值 后 得 


tn 
Alx|>p(A)|x| 
89 


矩阵 分 析 


(4-po(4)71x|>0 

[x 

其 中 ,0 和 |x*| | : 
| x | 


fre ze >0,4|x| =e(4)|xl,po(4)>0， 


Xi 
ee 
Xn 

Ax=ax 二 Alx| 宇 p(4)|x| 导 4|lx| =p(4)|x| = |4x| .于 是 再 次 由 引 理 4.5.1 之 (1) 
得 ,|x| >0. 现 将 % 表示 成 % = |%|e,j=1,2,…,n. 于 是 由 A|x| = | Ax| 得 


| Bday : |%l: 6 = Dal%| 
J J 


(2) 设 AEspecA,|14| = p(4). 取 相应 于 4 的 特征 向 量 0zx = 


这 表明 : 
0 =-… = 90, = 6 为 常数 
此 时 再 由 Alx| = ol(4)|x| 得 4x = p(4)x. 注 意 到 hx = Xx, 于 是 X=p(4) 如 所 需 . 

(3) 首 先 o(4) 的 几何 重 数 为 1. 这 是 因为 :对 p(4) 的 任何 特征 向 量 x ,hx = o(4)x 导 
致 41x| 宇 | 4x| =po(4)|x| ,因此 又 由 引 理 4.5.1 得 4|x| =p(4)|x| = |Ax| .重复 (2) 
中 的 推导 得 x = |x|e”, 但 |x| 可 统一 用 p(4) 的 一 个 正 特征 向 量 p 来 线性 表示 .这 样 ,x 
也 可 用 该 p 来 线性 表示 .此 即 o(4) 的 几何 重 数 为 1. 也 就 是 ,4 关于 p(4) 的 Jordan 块 只 有 
1 块 . 

倘若 4 关于 po(4) 的 Jordan 块 不 是 1 阶 的 , 则 可 取 可 逆 阵 P= (pi ,p,，,…) 使 得 
of(4) 

4(pl,pa，…)=(pipa，) (4 x 
取 定 4 的 相应 于 p(4) 的 一 个 正 特征 向 量 9 ,由 p(4) 的 几何 重 数 是 1, 于 是 可 适当 选取 参 
数 k 使 得 如， = 41 . 记 92 = Re( 和 如; ) ,于 是 
o(4) 1 


A pi pa ,7) = (pi ps) p(A) 


从 而 得 

49 = po( A) gi 

492 = 0(A)g2+ qi 

q1,92 线性 无 关 , gy, >0 
现在 让 r 为 足够 大 的 正 数 使 得 tg, + q: > 0, 则 有 

A(rgi+ gq2)= 0(A)(rtqgi + qa)+ gi 
A(lrqi + g2)>p(A)(rg + ga2) 
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再 一 次 利用 引 理 4.5.1, 有 ro + 9: 也 为 相应 于 o(4) 的 特征 向 量 . 仍 由 o(4) 的 几何 重 数 
是 1 知 :rq + gq» 可 表示 为 Tq1 + q2 = tq1 .结果 qd1， 4d2 线性 相关 .了 矛盾 ， 


(9)B8- 4>0 表 明 B>4. 于 是 Ye >0,p(t 友 了 6) < 从 而 


a(A 志 二 ) -。 


注意 到 
(za) > (te) >0 
于 是 
lr i 
亦 即 
pd4) <]1 
p(B)+e 
故 有 
op(A)<p(B)+e 
让 e->0 得 


P(A)<0(B) 
进一步 ,倘若 B 宇 4 但 Bz 4h, 我 们 断定 p(4) 关 p(B), 否 则 , 取 x>0 满足 Ax = 
P(A)x. 于 是 Ax=p(B)x,(B-p(B)1)x=(B-A)x>0. 又 由 引 理 4.5.1 知 : Bx = p(B) 
Xx. 这 表明 (B -4A)x=(B-p(B)1)x=0. 明 显 , 由 x>0 及 BzA 知 ,(B-A4)xz0. 因 此 断 
言 真 . 
口 ] 
在 矩阵 论 中 ,人 们 也 往往 通过 和 矩阵 范 数 来 刻画 矩阵 的 最 佳 逼近 问题 .例如 ,下 例 解决 
了 在 Frobenius 范 数 意义 下 ,所 有 秩 为 r 的 m xn 阶 和 矩阵 中 ,如 何 寻 找 给 定 和 矩阵 4 的 一 个 
最 住 逼 近 问 题 . 
例 4.5.3 设 AEC",m 之 n,1 之 r,h 的 奇异 值 为 oj 宇 0, 宇 … 宕 0,0. 记 5 = 


| 
,= . 
nxn Or 


> 0 
| 一 = mi 一 
oo) VA 有 14- 


证 明 : 首先 ,断言 min ‖ 4 - B81; 存在 . 事实 上 , 取 |B,: 秩 B<rl 使 得 4- Bl; 
一 ginf 上 4- B1;, 于 是 3 子 列 |B, : 秩 Bu <7r| ,使 得 limB, 存在 并 记 为 Bo, 此 时 秩 Bo < 
r. 结果 4-Bolp=lim|4-B, r= int A-Bl,. 

其 次 , 设 Bo 的 奇异 值 分 解 为 


" ,4 的 奇异 信 分 解 为 4= 品 | | 六 .又 记 如 -= 


rxr 


On 
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其 中 U,V 为 西 阵 ， Cn | …。 0 为 Bo 的 非 零 奇 异 值 .我 们 来 看 
7 X 


1 4 - Bo | 7 能 成 为 inf | 44- 好 | 所 需 的 条 件 .为 使 14- Bo=,inf il4-Bll，, 
构造 矩阵 


， Ci 0 
C= Bom=| 0 


Of nxn 

x D1 Dy 
D= Ui AV, = 

了 2 D» 

容易 知道 必须 要 有 Di = Ci , D1 =0， D, =0. 否 则 以 Di, #0 为 例 , 构 造 算 阵 

C D 

-| 11 ?| E Px" 
0 0 


则 有 1D-MIl:< 上 DpD-Cl;. 进 而 
[ID-Mill;= | U(D- MV | ;= 1 4- UM | > < | DP-Cll，= 上 4-B, | 。 
这 与 1 4 - B。 | * 达到 最 小 值 矛 盾 .类 伏地 可 证 Da =0, D1 = Cu . 据 此 D 实际 上 变 为 : 
Cn 0 
pm 
0 D>» 
注意 到 D 的 奇异 值 与 4 的 奇异 值 相同 , 它 为 Ci 的 奇异 值 与 Dz 的 奇异 值 的 并 集 . 又 


要 使 1D-Clr=14-aBolr 达 到 最 小 ,Cu 的 奇异 值 只 能 为 4 的 前 * 个 奇异 值 ,因此 
有 


nd, | 4 - 51 -= (5 02)3 


i=s+1 


最 后 直接 验证 可 得 


14-4ol; = (2 a 
注意 到 :三 r， 因此 B。 可 取 为 4, ,从 而 4- Ao I ai n | 4 - Bl ;. 


4.6 计算 4! 的 几 种 方法 


第 3 章 中 介绍 了 利用 满 秩 分 解 计算 加 号 逆 的 方法 .利用 和 矩阵 序列 和 和 矩阵 级 数 , 本 节 进 
一 步 介 绍 计算 4! 的 几 种 方法 . 
首先 ,利用 4 的 奇异 值 分 解 ,我 们 可 得 关于 4? 的 Lagrange - Sylvester 公式 及 Neumann 
展 式 . 
92 


第 4 章 和 矩阵 范 数 与 矩阵 级 数 


定理 4.6.1(Lagrange- Sylvester 公式 ) 设 AEC"",s 宕 1,01,…,0, 为 4 的 所 有 互 异 
非 零 奇 异 值 . 则 


r 


; TT (4°4 -oa 


A = Door EL A”* (4.6.1) 
和 1 II (os - 0’) 
j=1C0#i) 


证 明 : 设 A 4 的 谱 分 解 式 为 4 4 = 2 op ,于 是 (4 4)* = > cp ,并 令 


gi(4) = [I (A -017) 


了 = ID 
于 是 
gi(A”" 4) = 2 gi(07)p, 三 gi(o’)p: 
从 而 
加 si(4" 4) 
Eco) 
注意 到 (见习 题 三 ) 


1[ (4°4- oa) 


了 天 
= 1 


4 = (4 4)4 = >)aP 4 


i=l TI[ (os - af4 
j=1(j¥i) 
定理 4.6.2(Neumann 展 式 ) 设 AEC"*,r 汪 1,01,…,o, 为 4 的 非 零 奇 异 值 . 令 ec 
二 maxo?,aE (0,2) , 则 有 
lgigr C 
4+ = oO ah A)'A' (4.6.2) 
k=0 

证 明 : 取 4 的 奇异 值 分 解 4 = UDV" ,其 中 


0i 
$s 0 
D= ,5S= 一, 
0 Ofixn 
Or rxr 


于 是 4"4= "5 ] V" , 故 有 
0U-ol ac- 人 "jj 
a(1- ad A)'A" = wm[1- a(S 
ol oe 
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观察 短 阵 W 会。 1- 【DW 为 对 角 阵 ,其 非 零 对 和 角 元 为 
a - qa)'o, = ur (1 ~ aa) = 二 


因此 
W=D' 


A = VD' U” = a 01-a4 A)’A" 
k=0 


注意 到 (1 - ad 4)“4” = 4" (1- a44" )*, 因 此 (4.6.2) 式 又 可 写 为 - 
A = ao 4 (1- ca44 )* 
定理 4.6.3 在 定理 4.6.2 条 件 下 , 任 取 正 整数 pz2, 记 
A: = a{ fts (1 -~ a4’ A)* 1 }4’ 
则 有 和 
4 A me 
证 明 : 由 归纳 法 易 证 下 列 欧 拉 恒等式 
ar nfoare) = Dr 
于 是 得 和 
[ra AITT E+ (1 ah* 4)*] = SO a47 4) 
因此 
4+ 41 = 420- ad A)’A” = 3 -| 有 D*U* 
再 由 谱 范 数 为 西 不 变 范 数 , 得 , ， 
14 A: | = pl 中 ) 全 - mex 
口 


下 面 给 出 计算 4 * 的 两 种 迭代 方法 .迭代 方法 的 目的 是 获取 一 个 收敛 于 4 的 矩阵 序 
列 | 马上 迭代 过 程 的 收敛 速度 取决 于 相应 的 残 差 序列 : 
R;, = 443 - AX, ,k=0,1,2,° 

定理 4.6.4 设 0zAEC"”". 取 初 值 x。 和 残 差 初 值 R 为 

Xo= 4” BoA4” ,对 某 个 BE C™*" 

I =44+ - AX, 
p(Ro) <l1 
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则 和 矩阵 序列 
X=A* BA” 
T=1- AL, 
Ris41 = XX, + Xo Ts 
k=0,1,.: 
当 ->%m 时 ,一 A471 ,相应 的 残 差 Ri = 44* - AX; 满足 
HRs RR ,k=0,1,. 
其 中 :为 G”™" 上 的 任意 相 容 矩阵 范 数 . 
证 明 : 直接 验证 知 X44* = 4 BoA" 44+ = 4* Bo(A4!+ 4)" = .因此 有 
Kisl = K+ Ko(T — AX,) = X, + XoR, 
Ri =44- 一 4 = .44- — AX; - AXo R: 
= R, — AXo R; = AA* R, — AX, R; = Ro R, 
RNs<lRI AR, 
Rw = RoR, = RIR, =" = Rs'? 
k=0,1,2,. 
由 Pp《Ro)<1 知 
lim R; =0, ie limAX, = AA’ 
接 下 来 ,证 明 limX 存在 , 且 lim X= 4*. 
注意 到 p( Ro) <1, 故 可 取 相 容 矩 阵 范 数目 | ,使 得 po( Ro) < 上 Ro 上’<1. 再 由 矩阵 
范 数 的 等 价 性 又 可 取 正 数 a,B, 使 得 Y ME C"” 均 有 
olMml’‘s<s|mls<elMl’ 
于 是 
| XX = XR = | XR | <Bl XR | <Bl XN’ Ro ) 


结果 》) (i 入) 收敛 , lim XX 存在 . 若 记 X= lim Xi, 于 是 AX = 44' ,XE 411,31. 为 
k=0 ” ” 


证 XE412,4} ,我 们 证 明 X 7” 到 = 三 "成 立即 可 . 

考虑 递 推 式 : 

X= Xt XR = Xr + XoR + XR = = Xl+R+.+R:) 
所 以 
X= X(T- Ro)” 
Xo XA = AB¢ AXA = AB¢ AA* A= AB: A= Xi 
X* XA=[(T- RO) I] Xe MA=[(T- RO) -IX =X* 
最 后 ,对 = 4+ .证 毕 . 
口 

定理 4.6.5 设 4, 初 值 X 及 残 差 Ro 满足 定理 4.6.4 的 条 件 ,p 为 大 于 等 于 2 的 任 

意 整数 , 则 和 迭代 格式 
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X=A" Bo4” 
T, = 1- AX, 
Ki=(I+T+ T+ + Th) 
k=0,1,.… 
中 , lim XX = 4* ,并 且 相 应 的 残 差 序 列 |R = 44 一 AX,| 满 足 
PRN <) Rl?, k=0,1,. 
其 中 .为 G”" 上 的 任意 相 容 矩阵 范 数 . 
证 明 : 由 加 =A" Bo。A' 出 发 ,容易 看 出 ,每 个 XX 均 可 表示 为 和 = 4” Bi4" 的 形式 ,其 
中 B; 为 C”"*" 中 的 某 元 .因此 
TAA = 总 
XiR, = (AA* -AXs) = X(T -AX)= TT, 
XTh = X(T AX,)(I— AX,) 
= (1— XA)X (I AX,) 
= (1— XA)XR, 
= X(T— AX,)R, 
= XR 


TH = X(T- AX)TH 
= (1- XA)XTH? 
=(1- TA)TR. 
= X(T AX)R 
= XR 


Kr=I+tT+R+ + TH ) =I+R+R++R?!) 
从 而 
Rit1 = AA’ — AX,,! 
=44 - AXi(1+R+ Ri+.+ RR!) 
= A4' -~ AXi - AXi(Ri + Rit "+ Ri ) 
=R,- AX(R+Rit.+R’) 
注意 到 44 居 = R ,于 是 对 所 有 的 9 =1,2,…,p -1, 均 有 
RI ~ AXiR! = 44 RI -4KR = RY 
故 
Ri,i= R,— AX(R,+ Ri+:%…+ Ra!) 
= R,— AXR,- AX, (Ri+'…+ Ra’) 
=R? 
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此 时 
| RE = 二 不下 大 | 有 2? 
limR, =0 
jd 全 
最 后 类 似 于 定理 4.6.4 的 证 明 , 有 lim XX 存在 , 且 lim X= 4”. 
口 
表面 上 看 定理 4.6.4 的 迭代 算法 的 收敛 速度 是 一 阶 的 ,而 定理 4.6.5 给 的 迭代 算法 
则 是 p( 宇 2) 阶 的 ,似乎 定理 4.6.5 给 的 迭代 算法 要 好 些 . 但 仔细 观察 不 难 发 现 ,定理 
4.6.5 中 的 每 次 欠 代 所 需要 的 计算 却 比 定理 4.6.4 中 的 要 多 .因此 ,在 实际 应 用 中 须 考虑 
选择 适当 的 阶 次 p ,使 得 计算 量 较 小 . 
关于 4 + 的 计算 ,Greville 另辟蹊径 地 给 出 了 一 种 有 限 次 的 递 推算 法 , 现 称 为 Greville 
4 = [4 ，， ; ax ]， k=2,3,.…,n 
其 中 w 为 4 的 第 直列,4 1 为 4 的 前 记 -1 列 .然后 通过 Ai 给 出 41! 的 准确 表示 .为 方便 
叙述 , 令 
d: = id 
cr = Ar ~ Asi1d: = (I~— As_1Ak-1) a 
于 是 Greville 方法 便 可 被 概括 为 如 下 定理 : 
定理 4.6.6 设 4EC" , 则 4(2 三 有 三 ma) 的 加 号 逆 为 


4 
| k-l1 “| 


br 
其 中 
Cr c 天 0 时 
br 二 关 + 
四 和 -0 时 
证 朋 : 将 4i =[44.1 i ai]!' 分 块 为 
+ B: 
4 网 
其 中 bi 为 4i 的 第 大 行 .于 是 
AiA! = au (4.6.3) 
由 于 4.4; 与 4i_14;_1 均 是 正 交 投 影 ,因此 容易 验证 下 列 两 等 式 成 立 : 
At_1AAt = A (4.6.4) 
At1A11B, = B, (4.6.5) 


其 中 式 (4.6.4) 归 功 于 
N(4t)= NO4e DDN )=NC44r ) 
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式 (4.6.5) 归 功 于 
B: . 44-1 ， 
| ca iol4 | aa 
0 ag 
R(Bi)C R(AF1)= R(AL) = R(AL1A:L1) 
现 对 式 (4.6.3) 两 端 左 乘 4 六 ;得 
4 = 4514-1B + Aiiasbs = Bi + Ai-iarbs 
B= Ai-1— Ai-1asbE = Aj-i — dibr 
Aji-_1-— "| 
be 
遗留 下 来 的 工作 是 确定 bi .就 c; 分 两 种 情形 讨论 . 
第 一 种 情形 ”cs 0. 此 时 由 B; = Ai_ -dt 得 
AAi = Ar1B, + arbr 
= A 1Ai1+ (a — Aridi) be 
= A 1Ai1+ cbr 


移 项 知 :cib; 是 自 伴 阵 , 秩 不 超过 1, 因此 它 可 分 解 为 
cib;: = EBB' ,BEC™!,EER 


[4 i ar] -| 


故 
cbiB= B18 


当 bi =0 时 ,6b; 可 表 为 bi =0:ci. 


当 b; x0 时 ,由 cx 关 0 知 人 0,8 关 0, 从 而 8 可 写成 A= scr, 进而 如 = 导向 


x else 2 EE 
bc ,= 一 了 一 一 = | sj? 为 一 实数 .总 之 有 


| es ll? 


br = 6cr ,HER 
现在 根据 4; 的 分 块 表示 及 ex 的 定义 得 
4 = AsAF A = (Ar_1Aj1+ cbr )[ A : ae] 
=[4 +cbr4d 1 4 Ai a + cibr a ] 
=[As1+ cbiAs1 :oar— c+(brar)c)] 
对 比 4; 的 分 块 表示 4; = [ 4-1 : as], 于 是 有 ci = (biai)cs,bias =1. 进 而 
1= bra = 6cra, 
= 6ar (T— AiAii) a 
= 6ar (IT—- A 1Ai1)(T- 4 4 i)a 
= cr cy 


8= Tp br = 6cr =ct 


| ce | 
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第 二 种 情形 Ck =0. 此 时 Qr 一 4 4LatywER(C4 ) 因而 
， R(Ah;) = R(Ai.1) 


N(bDI ON(GAF) = N(AF)= N(AR1) = N(AF1) = N(As-1AR-1) 


bi (I-— Ai-14AkL1) =0 
bs 二 be Ar_iAg-r 


, 。 ， 4 1 — dibx 
再 由 A: = [As1 : ai, [LAr : ax] -| 六 | 有 
大 
+ Aiidr dh Ai-ias— dibras 
A: A = x * | 
biAri brax 
| — dibs As_1 ee] 
brA,_i bra 


让 a = 站 au 为 某 一 复数 ,注意 到 a 为 4i 4 的 对 角 元 ,而 4i4; 为 自 共 轿 因 等 阵 , 故 又 有 
(1) a 为 实数 ; 
(2)b7 hi.1= (1- a)d:; 
(3)b7 = biAsiAi1= (1 a)diAi; 
(4)a= bia;=(1-a)diAiia:=(1~- a)did,. 
将 (4) 式 两 端 同 加 上 (1- a) 得 : 
(1l-a)+ra=(l-a)+(l- a)didi=(1-a)(l+did;) 


1 
(1- 0) = Trga 
这 表明 : 
其 关 十 1 
bi =(1- a)diAii = I add A 
整个 定理 证 毕 . 


口 

用 Greville 方法 计算 Moore - Penrose 逆 , 在 每 次 递 推 时 加 进 一 列 .这 种 方法 在 实际 应 用 

中 是 方便 的 .倘若 新 矩阵 是 由 旧 和 矩阵 添加 一 行 而 得 , 则 新 扫 和 拖 阵 的 加 号 道 之 间 完 全 可 用 上 
述 对 偶 的 形式 建立 它们 之 间 的 递 推 关系 式 ， 


习题 四 


1 .证明 :矩阵 的 Frobenius 范 数 是 本 不 变 范 数 . 
2. 若 4E 轴 ">x" 是 一 个 正 矩 阵 ,证明 矩 阵 B = J)4 是 宕 收敛 的 . 
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3. 设 AE C"", 中 :为 任 一 种 相 容 的 矩阵 范 数 . 证 明 o(4) =limvV | 4" | . 


4. 让 4EC" ,BEC" ,4, 有 的 奇异 值 分 别 为 
ol(A)=…>=0(4), oa(B)='">0,(B) 


证 明 :(1) 1 413 = 2 (4); 

(2)oi(4B)<m(4)o(B),o(h4+B)<a(4)+a(B), 其 中 心 (4B),oi(4+ 有 分 
别 表 示 48,4 + B 的 最 大 奇异 值 . 

5. 设 4EC”*",0QEC"” 且 0Q"0=1, 称 方 了 泗 R(Q) = 0" 40 为 矩阵 4 关于 0 的 
Rayleigh 商 .证 明 : y x€E C"*!, 均 有 

min | AQx - QBx | , = ‖ AQx - QR ( 0) |， 
6. 求 解 双 侧 旋转 问题 : 设 4, BE C"", 求 ma 4- UBv||;. 
7. 证 明 j 4B8 rs 41r1B81r 其 中 4,BEC2 
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上 一 章 中 ,我 们 用 矩阵 朝 级 数 ,对 在 开 圆 域内 解析 的 复 函 数 给 出 了 它 的 矩阵 函数 的 定 
义 .本 章 解决 的 主要 问题 是 :对 于 一 般 的 复 函 数 f(z) ,怎样 自然 而 又 合理 地 定义 用 4A)( 这 
里 4 是 n 阶 复方 阵 )? 


5.1 矩阵 函数 的 定义 


定义 5.1.1 设 和 矩阵 A4E C"”" 的 最 小 多 项 式 为 
ma(A) = CA A) A A) 
其 中 4,…,24, 各 不 相同 . 称 集合 1(4;,4)|i=1,2,…,i 为 4 的 简谱 , 记 为 A . 
定义 5.1.2 设 AEC"', 称 函数 f(24) 在 4 的 简谱 A。 上 确定 ,是 指 
fF A), fF NA) 
: (5.1.1) 
FA) Sf A), fd (A,) 
均 存在 .车 函数 AAA) 在 A,。 上 确定 , 则 记 上 述 数 组 (5.1.1) 为 f(Ai). 
由 定义 5.1.1 及 定义 5.1.2, 易 知 如 下 事实 . 
定理 5.1.1 设 AEC"",f(4),g(4) 为 复 系数 多 项 式 , 则 有 
f(4)=g(4) SAA) = SCA4) 
证 明 : f(4)=g(4) 全 ma)1(f(X) - g(24)) 
全 (1 -4)! 至 少 是 f(X) -gg(4) 的 4 重 因 式 (i =1,2,…,1) 
SfON)= eo A) =0,1 -1,i=1,2,.,1) 
© fA)= gh) 
口 
由 此 定理 出 发 ,我 们 给 出 矩阵 函数 的 定义 如 下 : 
定义 5.1.3 设 AEC"?",f(2) 为 一 个 在 A, 上 确定 的 复 函 数 . 若 存在 复 系 数 多 项 式 
p(4), 使 得 p(A4) = (As), 则 定义 4) 为 p(4) .此 时 称 p(X) 为 败 4) 的 定义 多 项 式 . 
显然 ,由 定理 5.1.1 知 ,尽管 f(4) 的 定义 多 项 式 可 能 有 多 个 ,但 /( 4) 与 可 能 有 多 种 选 
择 的 多 项 式 p(4) 无 关 . 当然 ,该 定义 中 也 还 有 一 个 问题 需 解决 : 即 所 要 求 的 多 项 式 p(4) 
是 否 存 在 ?答案 是 肯定 的 .不 仅 如 此 ,这 种 满足 要 求 的 f( 4) 的 定义 多 项 式 在 次 数 小 于 
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degma (4 ) 的 约束 下 是 唯一 的 . 
定理 5.1.2 设 AEC"*",f(4) 为 一 个 在 A, 上 确定 的 复 函 数 . 则 
(1) 存 在 唯一 的 多 项 式 p(4), 使 degp(4)<degma(4), 和 p(As)= f(A4); 


(2) 记 f(A)= -人 DG， 则 (中 的 50) 为 
-1) 
p(X) = mu) [人 全 ， A) D1!] 


证 明 : (1) 记 m= degm(4). 让 p(X4)=aA" +…+a +a ;其 中 a,…, a 待 
定 .由 条 件 p(A4) = f(A ) 得 m 个 线性 方程 .于 是 该 方程 组 有 唯一 解 等 价 于 齐 次 线性 方 
程 p(A4) =0 有 唯一 解 .注意 到 p(A,) =0 时 有 
(4 -241)"1p(4) 


(A — 24.)"1p(24) 
从 而 ma(2)= XA-X41)4…(A-A.)s|p(4). 由 degp(4) < m 知 p(4)=0.(1) 获 证 . 
(2) 记 
pA)CA -ADS 
pi:(X)= ~ 
-A A Ds 
于 是 由 p(A4)=f(A4 ) 得 
pi (A)=f0 CX),7=0,1,.,L -1 
注意 到 有 理 函 数 p,(4 ) 在 =A 的 邻 域内 解析 , 故 有 函数 
全 -1 (7) 
2 | 
pi(4) — > (2) 六 pi (A) CA _ 2) 
EE m(Aa) 4 nl 


在 A = 4 的 空心 邻 域内 解析 ,进而 有 


p a pi (A A 
Ae 


在 所 有 可 能 的 可 去 奇 点 X41 ，… ,7 让 加 折 从 而 适当 8(4) 在 1 各 点 的 值 后 
g(4) 六 全 结 画 数 .再 由 lms (7 = 0, 因 此 利用 刘 维 尔 定理 知 ge(4) = 0, 即 有 


pA) > 2 OG 2) 
mai) = D3 


口 
注意 : 
(1) 车 4 = PBP- , 则 任意 在 A 上 确定 的 复 酒 数 /(4) 在 A 上 也 确定 ,因为 4 的 谱 与 
8 的 谱 完 全 一 致 .因此 ,f(4) 的 定义 多 项 式 p(4) 也 可 充当 f( 8) 的 定义 多 项 式 ,结果 /(4) 
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= Pf(B)P-!. 

(2)f(4) 由 … 申 4) =f(41) 旬 … 名 f(4,). 事 实 上 ,4 = 4, 田 … 四 4, 的 最 小 多 项 式 
ma(4) 更 是 每 个 4; 的 化 零 多 项 式 . 当 f 在 A, 上 确定 时 ,f 在 每 个 A4 上 也 确定 ,从 而 f( 4) 
的 任 一 定义 多 项 式 p(4) 也 可 作为 f( 4,) 的 定义 多 项 式 . 由 多 项 式 的 性 质 知 : 

fh OD.…@4,) =p(4) OD:…@A) =p(A1)D:…ODp(4,) =f(41)D…Df(A,) 

现在 给 定 方 阵 4 ,让 4 的 Jordan 分 解 为 4 = S(J 四 … 四 三 ) 8 ,其 中 

A: 1 
J = 1 
A Lx 
车 /(2) 为 在 A, 上 确定 的 复 函 数 , 于 是 基于 上 述 (1)、(2) 两 点 ,得 
f(4)= S(f(1.)BOBfFT,)) Ss! (5.1.2) 
考察 f( J), J 的 最 小 多 项 式 为 (1 - X,)“, 令 多 项 式 p(4) 为 
1) 
p00) =A) FGA) ta 
则 直接 验证 知 : 
plAy ) = 上 凡人 ) 


(2 ) -D(a,) 
fA OF 


: (5.1.3) 
f(J)=p(J)= pa) 
11 
fi) 
因此 ,通过 和 矩阵 的 Jordan 标准 形 , 按 (5.1.2) 式 和 (5.1.3) 式 也 可 给 出 f( 4) 的 定义 , 它 与 定 

义 5.1.3 是 等 价 的 . 

对 于 性 态 较为 良好 的 复 函 数 F/(z) ,矩阵 函数 F(4) 的 定义 还 可 通过 和 矩阵 级 数 的 收敛 
极限 来 给 出 ,其 具体 过 程 详 见 下 述 定理 . 

定理 5.1.3 设 复 变 函数 /(z) 在 开 圆 域 |z - z| < r 内 解析 , 即 f(z) 在 此 开 圆 域内 可 
展开 成 寡 级 数 


f(z) = Da — z0)" 
若 方 阵 4 的 所 有 特征 值 均 在 此 开 圆 域内 ， 则 有 
f(A4) = > - zo1)’ 
式 中 成 4) 为 定义 5.1.3 中 所 定义 的 矩阵 函数 值 
证 明 ; 4 的 所 有 特征 值 均 在 收敛 圆 盘 | z - zo| < > 内， 因此 (4 -21 收敛 . 记 召 
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= 2 (4- zw1)*, 下 证 【4) = B. 先 将 4 化 为 Jordan 标准 形 
A = S(J, OD:'… OJ,)s" 
于 是 
f(4) = 5S(f(J) BD:… OF)) ST 
式 中 
A 1 
J 三 
A txl 
‘(Xi) iD (a,) 
AD LD 好 人 
A 0 
» 1! 
f(4;) 
注意 到 


A Ct Cr 
(J 一 zo1)* 三 Cu 
k 
Ki 
式 中 jy = 4; - z0. 当 j > 天 时 约定 = 0. 而 由 f(z) = > ai(z - z0)* 又 知 


f(2;) = Da 
大 人 4 orCM 
1 -1) wo 
| _ pk CU 人 
直接 验算 知 : 
Pal 一 z0 1 = fl) 
由 此 


D4 1D) = SD ol -0 OO, - 11)"]) 
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sS(Dalh aD: Oa, - aD)!)s” 


= S(f(11) 四 … BFC)) ST 
= f(4) 
口 
值得 指出 的 是 , 当 给 定 的 矩阵 4 是 较 特 殊 的 矩阵 ,例如 规范 阵 时 , 按 定义 5.1.3 给 出 
的 矩阵 函数 的 定义 又 可 有 以 下 等 价 形式 : 
对 于 C 中 的 规范 阵 4, 取 4 的 谱 分 解 :4 = )B + … + ,其 中 AX,…,44 为 4 的 所 
有 互 异 特征 值 ,EF,,…, Ei 为 非 零 的 两 两 正 交 的 垂直 射影 ,Bi + … + EE = 工 帮 z) 为 在 )， 
…,X4 上 均 有 定义 的 复 函 数 , 则 /(4) 可 定义 为 : 
f(4) = f(A)E, 十 + f(A1)E, 
为 说 明 fA)El+… +f(244)E; 即 为 按 定义 5.1.3 给 出 的 矩阵 函数 值 f( 4), 我 们 通 
过 以 下 两 步 来 进行 . 
首先 ,4 的 规范 性 导数 4 的 最 小 多 项 式 ma (24) 为 (2 一 X41)…(4 一 4), 从 而 fz) 在 Ah 
上 确定 . 
其 次 ,按照 定义 5.1.3,f(4) 的 定义 多 项 式 p(4) 可 直接 取 为 
p (A) =f OA) Pp (A) + + fa) pra) 
式 中 
(AAA 一 AAA 一 AD -Ai) 
pi(2) 一 (Ai 一 A1) (Ai 一 AiL1) Ai 一 ii 一 人 xD) 
事实 上 ,{p;(4) 上 ,具备 下 列 性 质 . 
(UDP =1,p(N)=00#7,i,7=1,2,.,k; 
(2)pi(A)= pi(A E+ + AE) = pM) E+ + pi(Ai) E, = E;. 
因此 


i=1,2,.…,k 


{2 = f(As) 
f(A)=p(4) 
亦 即 

f(4)= fA E+ + fA) EE, 


5.2 和 矩阵 函数 的 性 质 及 其 初等 因子 


上 一 节 解 决 了 矩阵 函数 的 定义 问题 .本 质 上 说 , 它 是 矩阵 多 项 式 的 推广 .本 节 我 们 讨 

论 和 矩阵 函数 的 性 质 及 其 初等 因子 问题 . 
定理 5.2.1 设 CG(y,…,y) 是 1 元 多 项 式 , 际 数 1(4),…,f(4) 都 在 A, 上 确定 . 记 
g(4)= Gf(2),…,f1(2)), 则 有 g(4)= GCG(f1(4),…,f(4)) .特别 地 ,车 g(A4)=0, 则 . 
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有 GC(f1(4),…,fi(4))=0. 
证 明 : 取 pi(4),…, pi(4) 分 别 为 (4),…,fi(4) 的 定义 多 项 式 , 于 是 p (4) = 
C(pi(4),…, pi(4)) 仍 为 多 项 式 , 且 有 wp(As) = g(Ai) ,结果 
g(4) = GC(pi(A),…,p1(A)) = G(f( A), ,f(A)) 
当 g(A4)=0 时 ,由 g(4)=0 知 ,6(f1(4),…,f.(4))=0. 


定理 5.2.2 设 复合 函数 ge(X) = h(f(4)) 在 A 上 确定 , 则 有 
g(A4)=h(f(A4)) 
证 明 : 记 4 的 最 小 多 项 式 为 ma(34) = (4 一 414)"…(A 一 XA)*,B=f4). 又 记 
A241) = /LI 


f(24.) = 
考虑 多 项 式 p(y) =(p — pnp 一 pL ,可 设 ALL 各 不 相同 . 知 HA = La 1 人 
六 , 则 p(w) 中 只 有 (jp -pi) 4 含 4- pi 因子 p. 由 于 函数 
gEgFA)N) = (FA) -pf 一 Ap 
满足 y(A4) =0. 因 此 由 定理 5.,2.1 得 y(4) = pg(B)=0. 结 果 gly) 为 B 的 零 化 多 项 式 ， 
进而 B 的 最 小 多 项 式 为 
ms(1)= (AAA 
式 中 mm < = 1,2, ,对 函数 h(y), 先 取 最 小 多 项 式 为 (pj ~- A)…(A -pj.)!' 的 矩 
阵 C, 再 取 多 项 式 r(A) 为 由 CC) 的 定义 多 项 式 , 从 而 r(4) 又 可 充当 h(B) 的 定义 多 项 式 ， 
r(B)=h(B),r i (pa) = h (pgp), i=1,2,.,t,j=0,1,.,1—1. 
比较 函数 g(4) = 有 (f(4)) 和 w(4) = r(f(2)), 由 复合 函数 的 求 导 法 则 知 : 
gMi) = wlAi) 
8 Ww (4;) ji 1.2… 
gD A) = we DA,) 
结果 (g(X) - w(4))(A4) = 0, 注 意 到 g(X) - w(4) 是 关于 g(4) 与 (4) 的 二 元 多 项 式 ， 
因此 利用 定理 5.2.1 得 g(4) - r(F(4)) = 0, 即 
8(A)=r(f(4)) = (F(A)) 
口 
定理 5.2.1 与 定理 5.2.2 是 很 有 用 的 ,许多 矩阵 函数 的 等 式 问 题 都 可 通过 它们 来 解 
决 . 
例 5.2.1 (1) 由 cos x +sin2x =1 知 ,对 任何 于 阶 方 阵 4 均 有 
cos:s4+sin4=7 
(2)V4,BEGC" k,l1EC, ee = ett’ 和 
et+ 04 ~ ee 
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《ee ) 一 e 4 
e4+2m7 = ef 
当 48 = BA 时 ,由 告 和 了 昔 均 绝对 收 全 知 , 咎 六 各 按 任何 方式 排列 得 到 
k=0 * k=0  * =0 =0 
[3 


的 级 数 也 绝对 收 仇 , 目 其 和 均 为 ez .特别 , 按 如 下 方式 排列 D3 AS 各 : 


k! 4 
~ (A+ 8B) (A + B)” 
0 一 了 了 11 mt! 
得 :e42 = ese? = ee 


例 5.2.2 设 4 的 Jordan 分解 为 
4 = S(J OD:… BL)S" 
2 1 


i Ex 

于 是 

， e 
请 (hi -1)1 

et = S(e! BD:… De )S ,er = , . 


Ea 


因此 dete4 = e™ 关 0,e* 总 是 可 逆 的 . 

男 一 方面 , 若 4 为 可 北方 阵 , 则 4 的 所 有 复 特征 根 均 非 零 , 从 而 在 复 乎 面 一 定 有 以 4 
的 所 有 特征 根 为 内 点 ,但 又 不 含 原 点 的 单 连通 区 域 .在 这 个 区 域内 可 以 确定 一 个 单 值 解析 
函数 jnz 使 得 z = e™ 成 立 .由 定理 5.2.2 可 在 A = e". 

口 
例 5.2.2 表明 ,下 列 映照 
o:(C™", +)>(GL(n,C),.:) 
A—~>e’ 

为 一 个 满 映 照 .但 值得 注意 c(4+ B) = co(4)c(B) 一 般 未 必 成 立 , 从 而 o 不 构成 群 同 态 . 


例 5.2.3 让 4= ( 中 ， B= (。 中 于 是 
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ee-e /1e 0 
. ce 人 ee 人 | 
从 而 e4+8 ,ees ,es ea 各 不 相同 , 
口 
例 5.2.4 给 定 可 北方 阵 4 ,矩阵 方程 如 = 4 对 任何 非 零 复数 p 均 有 和解. 
证 明 : 4 可 逆 说 明 4 的 特征 根 均 非 零 .从 而 复 平 面 内 存在 一 个 包含 4 的 所 有 特征 根 
为 内 点 , 且 不 包含 堆 的 单 连通 区 域 , 在 此 单 连通 区 域 上 可 以 确定 一 个 单 值 解析 函 数 小 使 
得 (zz)" =z. 由 定理 5.2.2 知 ( 43)?=4. 


口 
下 面 我 们 研究 f( 4 ) 的 初等 因子 问题 . 设 复方 阵 4 的 Jordan 分解 为 4 = S(J 四 … 四 
As 1 
5 其 中 .=| | |. 当 复 函 数 /(z) 在 A 上 确定 时 , 亦 即 f(A) 有 意义 情 
! 
况 下 ,前 面 已 得 
(2i) 4 (2,) 
/2) HM .. ft 
fA(J.)= F(a) 
1! 
fa) 


4) = S(f(J)D…OBF ))S! 
因此 ,确定 A( 4) 的 初等 因子 可 归结 为 求 f( /) 的 初等 因子 .由 FJ ) 的 特殊 形状 ,一 般 我 们 
有 : 
命题 5.2.1 设 p 阶 上 三 角 方 阵 


则 (1)al0 时 ,B 的 初等 因子 只 有 (4 - ao)?; 


(2) a1 =… = qt.1=0,aiz#0 时 ,8 的 初等 因子 由 (k 一 记 ) 个 (4 a6)" 和 个 (4 - 
ao)""' 组 成 ,其 中 g,h 由 下 列 带 余 除法 确定 :p = qk + h,(0<h< 胡 ); 
(3) a =…= a,.1=0 时 ,8 的 初等 因子 由 p 个 (4 - ao) 组 成. 


证 明 : (1) a 六 0 时 , 秩 (B ~ ao7) =p -1, 因 此 XA1- 8B 的 各 级 行列 式 因 子 为 
D,(4) =(A 一 ao)” ,D,_1(4) 二 ID ) =1, PDCA) 一 1， 
进而 A - 8 的 不 变 因子 组 为 
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(A -a0)’ ,1 
从 而 B 的 初等 因子 只 有 (4 - ao)?. 
(2)al =…= a,_1 =0,a: 关 0 情形 下 ,有 
B=aol+aH’'++a,1H?” 
0 1 oo0 0 
式 中 H=2| . ，|. 此 时 有 
0 
(B -ao1i7 = adH* + 若干 形 如 cH' 的 项 
其 中 知 次 1 比 太 更 大 .所 以 


称 (877 = t iy, jap 
令 p=gk+h,(0<h<%), 则 B 关 于 ao 而 阶 为 9 的 Jordan 块 个 数 为 : 
秩 (B- ao7m):+ 秩 (有 -ao7) -2 秩 (Bao71)? 
=0+[p- (hg -8%k)]-2(p- kg) 
=k—h 
同样 ,8B 关于 ao 阶 为 g + 1 的 Jordan 块 个 数 为 : 
秩 ( 忆 -ao 站 22 + 秩 (B -ao1)9? -2 秩 (B-a01)'!=0+(p-hg)-2:0=h 
显然 ,由 (kk-)g+h(lg+1)=p 知 :B 除 了 -hh 个 (4 - oo) 及 有 hh 个 (A - ao) 和 外 并 无 
其 他 的 初等 因子 . 
(3) 是 显然 的 . 


0， BH>p 


口 ] 

通过 命题 5.2.1, f(4) 的 全 部 初等 因子 问题 便 可 按 下 述 定理 5.2.3 中 的 方式 完全 给 
出 . 

定理 5.2.3 设 J 为 n 阶 方 阵 4 的 一 个 Jordan 块 ,J 对 应 的 初等 因子 为 (4 - Mo)2" , 则 
(7) 的 初等 因子 为 : 

(1) 当 p= 1 时 ,f(]) 的 初等 因子 为 (X - f(240)); 

(2) 当 p>1 但 有 (40) 关 0 时 ,f(J) 的 初等 因子 只 有 (2 - (40))?; 

(3) 当 p>1,f (40)=…=J% 了 (X40)=0,f 中 (4h0) 关 0 时 (kp -1),f(]) 的 初等 
因子 由 -个 (A 一 了 (ho))" 及 天 个 (1 -了 (4o))"'' 组 成 ,其 中 gq,h 由 下 列 带 余 除法 确 
定 :p= gk+h,(O0<h<k); 

(4) 当 p>1, 但 (和 0)=…=fY ?了 (46)=0 时 ,f/( 了 ) 的 初等 因子 由 p 个 (X- 
/(40)) 组 成 . 

证 明 : 由 命题 5.2.1, 显 然 . 

口 
推论 5.2.1 车 对 4 的 每 个 特征 值 %, 均 有 /'(%,)0, 则 4 的 每 个 初等 因子 (1 - 
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4;)% 对 应 着 /( 4A) 的 一 个 初等 因子 (4 -了 24,))%. 此 时 , 记 4 的 Jordan 标准 形 为 
A1 1 


Ai 


则 .fA4) 的 Jordan 标准 形 即 为 
AN) 1 


5$.3 和 矩阵 函数 的 计算 


和 矩阵 消 数 的 计算 问题 是 矩阵 应 用 中 常 遇 到 的 关键 问题 之 一 .和 矩阵 隐 数 的 计算 通常 是 
相当 复杂 的 ,因此 研究 方便 快捷 的 计算 矩阵 函数 的 相关 方法 成 为 人 们 感 兴趣 的 话题 .本 节 
主要 介绍 几 种 常用 的 计算 矩阵 孙 数 的 方法 . 

(1) 递 推 公式 计算 法 

该 方法 的 主要 原理 是 基于 Caley - Hamilton 定理 ,4 的 特征 多 项 式 det(M1 ~ 4) 即 为 4 
的 一 个 化 零 多 项 式 ,从 而 由 多 项 式 的 带 余 除法 ,水 (> 站) 总 可 表 为 关于 4"-!,…,4 的 一 
个 多 项 式 . 由 此 得 到 4 的 递 推 关系 式 , 进 而 利用 函数 的 寡 级 数 展 式 计 算出 矩阵 4 的 函数 
值 .此 方法 中 关键 是 利用 特征 多 项 式 ,由 多 项 式 的 带 余 除法 得 到 4 的 递 推 关 系 式 . 

例 5.3.1 设 4 阶 方 阵 4 的 特征 值 为 e, - e,0,0, 求 sin4 . 

解 : 4 的 特征 多 项 式 为 (4 - e)(4 +e)X? = 4 -Xe .因此 得 4 的 递 推 公 式 : 

A'*=eA? 
一 般 地 ， 
| 45 = AA-eA = 3A? 
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47=4245=e45 = 7-3 43 


A2*+1 = etC24+D -3 43 


结果 
. 43 AS 424+1 
sin4 =4- 和 + 和 + +(-D) TENTTT+… 
43 e2 43 et+1 -343 
=A-31+ 51 +…+(-1) 《2 
43 
=4+ 本 [一 e+sine] 
口 
(2) 基 于 Jordan 标准 形 的 算法 
设 4=S(J 全 … 中 有 )5 ,其 中 
a; 1 
Ji= 1 
人 


前 面 已 证 明 :f(4) = S(A(J)B… 外 A( 太 ))5 ,其 中 


) 0) ... fe Ai) 
1! (Li—1)! 


fA 


f Ji) 三 f (2,) 
1! 
fi) 
因此 ,此 方法 的 关键 是 求 4 的 Jordan 标准 形 及 其 变换 阵 S. 

例 5.3.2 设 


2 00 
4=|1 1 
1 -1 3 
求 4”,e ,sin4,e4 . 
2 0 0 
解 : 首先 ,利用 4 阵 ,得 到 4 的 Jordan 标准 形 J=|0 2 1|, 再 由 4P = PJ 可 求 得 变 
0 0 2 
1 0 1 0 1 -1 
换 阵 P=|1 1 0 eo 0 | 
0 1 0 1 -1 1 


其 次 , 记 f(z)=2z,f(z)=e' ,f(z) =sinz,fi(z)=e”, 于 是 了 和 1(2) =20-23,f',(2) 
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=@,f';(2) = eos2, 太 (2) = te” .结果 


fi(2) 0 1 0 0 
no 0 及 (2) nl | 
0 0 fi(2) 
e 1 0 
nl e | 
0 0 € 0 1 


0 
1 
0 
sin2 
f(D = EE sin2 = 


sin2 
0 

nso e er | 
0 0 &’ 


1 0 0 
we mine ee -9 0 


10 -10 11 
1 0 0 
pW- mn ee! 下 
1 -1 2 
1 0 0 0 0 0 
hye mine ei 1 | —1 | 
0 0 1 1 -1 1 
1 0 0 
honor 1-1 4 
ft 天 1l+t 


(3) 拉 格 朗 日 插值 法 
此 方法 的 根据 在 于 定理 $.1.2. 记 给 定 的 矩阵 4 的 最 小 多 项 式 为 mi(X) = (4 -A1) 
…(1 -六 ,FA) 在 A 上 确定 , 则 A4)=p(4), 其 中 P(A) 为 多 项 式 


(Ai) AD 11! AR -1)! 
P(A) = = ml a) + + 


(5.3.1) 
fA 、 忆 - _ 
式 中 (X= 到 CA) 一 .因此 , 拉 格 朗 日 插值 法 的 关键 是 求 (4) 在 4= 4 处 的 各 阶 
导数 值 . 
回顾 定理 $.1.2 中 (2) 的 证 明 过 程 中 ,主要 使 用 的 是 复 变 函数 论 中 的 技巧 .下 面 的 推 


导 表明 该 论断 还 可 利用 初等 的 方法 加 以 证 明 . 
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首先 ,将 其 分 式 -只 分 解 为 


PD Qi(1,-1) 
ma(A) > Tt + 
亦 即 
(A — Ai): 2 = = a0+ ona(A— A)+t + ad)(A-— A + (A -AD > (LL) 
kzi 
(5.3.2) 
其 次 ,为 求 aw ,上 式 两 边 让 4->X; 得 
i 
ao = f(A )[ 所 = - ,| = f.(4;) 
为 求 ai ,将 式 (5.3.2) 两 边 求 导 ,再 让 4 一 4; 得 
d 1 _p(A) fi (ai) 
= 不 [Q -| = 
类 似 地 ,有 
dD (4) 
da mA) li _ fn (ON) 
OD (11)! (21-1)! 
定理 5.1.2 中 的 (2) 获 证 . 
口 ] 


观察 式 (5.3.1) 会 发 现 , 者 归并 f(4) 在 各 4; 处 的 各 阶 导 数 后 ,f( 4) 的 定义 多 项 式 
pP(4) 可 以 写成 


p(4) = PUG, ) pa A) tf Oi) gah) + + fr C01) pa (4)] 
其 中 各 2y (2 ) 均 满 足 degpy(14) < degma(4), 且 与 (2) 无关, 仅 由 ma(2) 确定 .因此 
/(4) = P(4) = PIF) galAh) + fo A) gal A) + ee + fi Ai) pa (A)] 


其 中 gj(4) 仅 由 4 所 确定 ,与 (4) 无 关 .这 一 性 质 有 时 对 我 们 计算 f(4) 能 带 来 很 大 方 
便 . 


、 0 -1 . {4 
例 5.3.3 让 4=|。 外, 求 asin( 生 )， 
解 : 令 f(z) = aesin( 壮 ] ,det( AT - 4) = (1 -2 ,ma(4)= (1 - 2). 因 此 可 令 
A) =fD) pa AM) +f Dpn( 4) = A) + palh) 
为 求 gu(4) 与 pu( 4), 我 们 令 8(z) =z~2, 于 是 有 
4-21= gu(A)=( ， ,) 


4 2 
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再 令 g(z) =1, 得 
了 = 20(4) 
rr -2V3 -V3 


结果 NE 
fA4)= Gl+ 6 ) -6 ys r+2V3 


6 
口 
(4) 待 定 系数 法 
此 方法 的 依据 是 定理 5.1.2 和 定义 5.1.3. 设 矩阵 4 的 最 小 多 项 式 的 次 数 是 m. 于 是 
可 令 (4) 的 定义 多 项 式 p(x) 为 
p(X%)=a0tar++ Aan1X" 
其 中 ao,…, a, -1 待定. 再 由 定义 5.1.3 得 线性 方程 组 
P(44) = 拟 44) 
由 该 线性 方程 组 求 得 ao,…, ai ,从 而 FA4) =p(4). 明 显 地 , 若 m 较 小 时 ,此 种 方法 具 
有 较 大 的 优越 性 . 


| 


习题 五 


. 设 4ECG2 1412<1. 证 明 |n( 到 +4) ,< 让 


. 证 明 :;det(e*)=e™:, 
. 设 4EC"" ,证 明 (es)7 = ef 
、 ， mw 1 1 2 ntl 
4. 计算 级 数 让 (。 
.证 明 : 如 果 4 是 Hermite 和 矩阵 , 则 e* 为 西 阵 ;如 果 4 是 实 斜 对 称 矩 阵 , 则 e4 为 正 交 


pt 


DW iD 


un 


6. 设 4AE€ CGC"" ,4 为 可 道 和 矩阵 .试用 4 的 多 项 式 来 表示 4 的 道 矩阵 . 
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本 章 的 主要 目标 是 ,对 元 素 为 函数 的 矩阵 建立 相应 的 微 积分 公式 .作为 函数 符 阵 微 积 
分 的 应 用 ,重点 介绍 变 系 数 线性 微分 方程 组 的 求解 .如 无 特别 说 明 ,本章 涉及 的 函数 均 是 


6.1 基本 概念 及 性 质 


元 素 为 函数 的 矩阵 , 称 为 函数 矩阵 .例如 4(:) = (a;(1)),x, 便 是 一 个 变量 为 ; 的 函 
数 和 矩阵 .一 般 地 ,对 函数 矩阵 4(1), 若 Yi,j 均 有 limay(i) = as, 则 称 4(t) 在 上 一 和 时 极 
限 为 4 = (ay ); 若 函数 矩阵 4(1) 中 的 所 有 元 素 wy (已 在 to 处 丝 连 续 , 则 称 4(1) 在 t。 处 连 
续 . 特 别 地 ,车 4(i1) 中 每 个 元 素 ay(1) 在 (a,5) 内 连续 , 则 称 4(1) 在 (a,5) 内 连续 .类 似 
地 ,可 定义 A(1) 在 [a,b] 上 连续 的 概念 . 

函数 矩阵 的 基本 性 质 有 : 

性 质 6.1.1 设 limA(:) = 4, lim B( 1:) =B, 则 

(1)A(2)+ B(1) 有 定义 时 , lim( 4(i) +B(t))=A+B; 

(2)4(s)*B(z) 有 意义 时 , lim4(1)B(t)= 4B; 

(3) limH4(1) = kA4( 其 中 为 常数 ). 


定义 6.1.1 设 函 数 和 矩阵 A(z) 中 所 有 元 素 aj(1) 均 在 io 或 在 某 区 域内 可 微 , 则 称 函 

数 和 矩阵 A(z) 在 t。 处 或 某 区 域内 是 可 微 的 . 当 4(#) 可 微 时 ,定义 4(1) 关 于 :的 导数 为 : 
A'(i) =(a's(t)) 

类 似 地 ,可 定义 4(2) 的 高 阶 导数 的 概念 . 

性 质 6.1.2 ” 设 函 数 矩 阵 4(1),B(1) 都 可 微 , 则 有 

(1)[AA(2)] = 4'(1),( 上 为 常数 ); 

(2) 当 4(1) + B(t) 有 意义 时 ,[ A(1)+ B(i)] =4(t)+B'(i); 

(3) 当 4(1)B(t) 有 意义 时 ,[A(2)B(2)】 =4'(1)B(1)+4(1)B' (1); 

车 4( 昌 或 如 ( 划 为 常数 矩阵 4 或 下 时 ,[4B( 划 = 4B'(i),[4(1)BY = 4'(1)B; 

(4) 设 4 为 常数 方 阵 , 则 (e*) = Ae*;(sin41)’ = AcosA: = (cosA41)A4; 

(cos4i) = - AsinAi = - (sinhi)A; 
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au(t) as) ar(t) a(t) 


05) 和 aa(t) 人 _ 和 机 ot) + 
Qa(t) gm(t) Qun(t) am(t) 
an(i) 1 am(t) 


an(t) aas 人 


Q(t) (DO) 
性 质 6.1.3 (1) 若 4(w) 是 关于 w 可 微 的 函数 矩阵 ,而 w = f(s) 又 是 一 元 可 微 函 数 ， 
则 [ACFC2D)Y = 4, (ww)f’ (2); 


(2) 若 4(i) 及 其 道 和 矩阵 4-!1(i) 均 为 可 微薄 数 , 则 有 [47'(1)] = -A471(1)A4A’(i) 
A-1(4). 


证 明 : 只 证 (2), 由 4(i)-4-1(z) = 了 ,两 边 求 导 得 
A'(i)ATI(s) + A(2)[AT' (2) =0 


因此 
[AT'(2)] = -A (i)A (1) A (1) 
口 
例 6.1.1 设 向 量 开 = (x1(2),…,%,(1)) ,4(t) = (ay(i)),x; 为 对 称 矩 阵 且 名 是 可 
微 的 , 求 里 A(WX. 
解 : 


(XA(1) NX) = (HX)A(IX+ XAC(L) NY 
= (XY) A(C)T+ XA (EX+ HX ACE XN’ 
由 和 镶 4( 四 闷 为 一 阶 和 矩阵 , A(t)X =(X A(E)XW) =(X')"A(C1)X, 因 此 
dX ACDX XA (HRI2XTACIK 


口 
定义 6.1.2 ” 若 函 数 答 阵 4A(1) = 《ay(1))。xs 中 的 每 个 元 素 ay(1) 在 [a,5] 上 和 丝 可 


积 , 则 称 4(z) 在 [a,5] 上 可 积 ,县 定义 4(1)dt = (| a5(2) de) 
例如 , 设 函 数 短 阵 4(1) 为 
A(1) = (™ 一 


cost sint 
2 1 — cost? — sing? 
则 | A(s)ds = ( sint? 1- | 
定理 6.1.1 设 ” 阶 函数 方 阵 4( 虽 在 上 > 5 时 连续 ,xz( 切 为 xmm 阶 未 知 郴 数 矩 阵 ， 
则 有 
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全 -ACI)x(t) 


x(to) = (C 
在 [i。,+ wm) 上 存在 唯一 解 , 且 该 解 可 以 写成 
x(t) = X(t)C 


的 形式 , 式 中 X(z) 满足 


dX(:) 
| = A(i) XE) (6.1.1) 


X(to) 三 I 
证 明 : 易 知 ,方程 (6.1.1) 存在 解 X(:) 等 价 于 积分 方程 
X(i) = 工 + | ACr)X(r)dr 


存在 解 了 (i) .为 此 ,构造 近似 解 序列 : 
和 =L 


X=L +| A(r) Xodr 
io 

Xisl = 了 + | 4(r) 和 dr 
名 


于 是 丽 ，- 到 = | 4(r)( 了 5 - 和 dr ya > ts 由 4(1) 在 [io,+ %) 上 连续 , 故 可 
记 m = pax 14(D 才 ,其 中 让 4(D 1 = 2 | ov(6)| .结果 当 :E [ao] 时 ,有 
Ex dr 


<m| IX -Xdr 
如 


于 是 由 | XX - Xo <| ACr) dr < m(s - to) 
k+l 
从 而 上 


这 表明 矩 了 级 数 (和 = 天) 在 [ 吕 ,] 上 一 致 收 敏 ,从 而 忒 一 致 收 化 于 x(1) .该 
x( 旨 连续 ,xz(t) = 大 + | 4(z)s(r)dr. 
设 y( 也 是 X(D) = +| 4(r)X(r)dr 的 解 , 则 有 


ViE [to,til,x(t) - y(1) = | 4(r)(Cx(r) -y(r))dqr (6.1.2) 
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又 由 y(?) 在 [ i,t] 上 连续 ,于 是 可 记 ml = ep) 上 x(t) - y(z) 1 ,此 时 有 


1z(9 -yO < mf 1ACr) hide 
反复 利用 (6.1.2) 式 得 ; | 
(| NAG) iar) 
[#0) -yD < mm 
由 于 | 1 4(r) 上 dr 在 [4,4] 上 是 一 个 小 于 菜 个 固定 常数 的 数 ,因此 有 


| x02) - y(e) l= 0, 妈 x(i) = y(1), 对 YtE [ta] 
至 此 ,由 于 1 可 任意 大 , 故 实际 得 到 了 当 1 > to 时 的 方程 (6.1.1) 的 唯一 解 .对 初始 条 件 为 
x(to) = C 情形 下 的 证 明 ,由 推导 方程 (6.1.1) 解 存 在 唯一 性 过 程 立即 得 知 . 


口 
定义 6.1.3 若 y = AX) = 所 on ) 为 对 每 个 x 
皆 有 偏 导数 的 多 元 函数 .定义 数量 函数 y = /(X) 关于 矩阵 站 = (xy )。。 导 数 为 


39f .， 3/ 
GE 9 Xln 
df _|. : 
dX = : 
9f ., 3f 
9 Xml 9 xm 
显 见 , 当 了 = (sn) 时 , 著 = ( 光 ，, 泛 ) 即 为 /的 梯度 gradf; 而 
af 
Ox 
da: | - (dy 
dXT - qd 了 
9x 


n 


性 质 6.1.4 设 /(X),g(X) 为 矩阵 X 的 数量 丽 数 . 若 荐 与 径 存 在, 则 


QD 高 U(*) esCD) = 蜂 * 如 ， 
(2) VD ED) = AD + Mg); 


(3) 让 了 二 (xy)mxnsB = (by) nxm, 4 三 (ay)nxm 有 
7 二 aet( 和 ) = det( 义 ) 1, 耻 为 方 阵 时 


d Ty 

Ax ) = 27X 

a ~_pr_ dyrpr 
IX BX) =B = 3x X B') 


(XAX) = (A + 47)X 
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定义 6.1.4 设 函 数 矩 阵 4(X) = (an (了)),, ,其 中 变量 入 = (wj ),, . 若 每 个 gy(X) 
对 并 和 缘 可 导 , 则 定义 函数 抢 阵 4(X) 对 革 的 微分 为 : 
SS 9an (WO .,, S$ 2on (Ws 


Rj GE " Dj Oxy " 
dA( 轩 ) = : : 
2&4 gan(X 4 9am(X 
$d 3 dy, 
并 且 定 义 函 数 和 矩阵 A(X) 对 变量 英 的 导数 为 : 
dall( 马 ) 。 dali( 马 ) 
dX dx 
dA(X) _ : : 
dX “ “ 
dam ( 碟 ) , dam (XX) 
dx dx mpx ng 
Xl ai(X¥) 
例 6.1.2 让 硫 二 : ,Q( 了 于 ) 二 | , 则 有 
Xn an(X) 
9a(X) Ga(X) ~ 9an,(X) 
9xi xi 9xi 
da (X) 一 : : : 
dX “ “ “ 
dai(X) 9a,(X) da,(X¥) 
EE ox, gx 
da(X) da(X) ~ ga(X) 
AX1 9X2 9 Xn 
da(X) _ : : : 
dX 二 。 * 。 
das(X) Jas(X) ~ gan(X) 
9xi 9 x2 GE 
da™(X) da(X)Y” dX dX 
因此 有 so = ( dx ) '9 = = 这 


性 质 6.1.5 设 4 为 ;x m 常 值 答 阵 ,f(X) 为 向 量 XY 的 数量 函数 ,a(X),5b(X) 为 


| 
: |. 则 
Xn 


(D a) > 500) = ER > WD, 


GO) FDA) = a(R) + x) MD, 


的 m 维 列 向 量 函 数 ,XX = 


(3) (a (XX)) = da 0,(x) + db ,x), 


da(X). 
dX 


d 
(4) jx A(X)) = 4 
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(5) TC¥)B(CX)) = bX) da , aT(X) 2 


a 


证 明 : (1) (2) 显然 . 现 证 (3).a™(X)b(X) = 2 (于 )b:(X), 因 此 


Sn ua eo) 


dy : 
Ax (X)b(X)) = : 
> (Ss (X) + a (X) 9 0 
> 3a Ob. (x) Dal 六 于 
= 十 
a8). (7) Da ) 2 和 
_ dm 00500 + dD (x) 
(4)、(5) 类 似 可 证 . 


口 
性 质 6.1.6 设 4(X),B(X) 是 变量 X = (xi),x, 的 函数 矩阵 . 若 A(X),B(X) 对 天 
均 可 导 , 则 
CD AD 4 BO) - A dB), 
(2) wapaco) . dK) B(x) B71) + 400 @7) SE. 


证 明 : 只 证 (2) ,由 定义 知 
d(A(X)B(X)) _ (dei(X)) 
dX ~ ~ dx 


其 中 cy(X) 为 4(X)B(X) 的 (i,j) 位 置 元 素 ,cy(X) = >a(X)by(X) ,注意 到 
de; da - 3 7) du , de 


AD), (B(X) ®1), + 4X) OED), 


by(X)] 


式 中 (34 )， 为 时 的 第 块 元 行 ,(B(X)@1); 为 B(X)@L 的 第 j 块 元 列 ， 


(4(X)@ 岂 ); 为 4(X)@4 的 第 i 块 元 行 ,( 昌 5), 为 归 人 的 第 了 块 元 列 . 因 此 


AAR BD MA pKOR) + AR YL,) SY 
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Xl 


例 6.1.3 求人 YAX 对 环 的 导数 ,其 中 AER"", 针 = 为 n 维 列 向 量变 量 . 


d(X°AX) _ 0 > 
4On)+( @1)5 


reat : 
= AX+xial + + wa 
= AX+ A 
=《A+4") 玉 
此 例 实际 上 是 给 出 了 性 质 6.1.4 最 后 一 个 等 式 的 证 明 . 
口 
例 6.1.4 设 函 数 和 矩阵 4(X) = (ay(X)),，, 其 中 对 = (x ),x,, 且 4A(X) 可 道 , 则 有 


时 0 4X8,) MDA XL,) 


证 明 : 由 A(X)4 (XX)= 了 知 
0= (4004 (X)) = (ANOLE) + (AN OL ) MD 


因此 


4 -47 D8, MD A)L,) 


口 
以 上 只 是 把 标量 函数 的 相应 概念 形式 上 推广 到 函数 矩阵 ,新 内 容 不 多 .下 面 举 两 个 应 
用 的 例题 ,通过 这 些 例子 说 明 引 入 函数 矩阵 的 微分 和 积分 并 非 是 没有 必要 的 . 
例 6.1.5( 欧 氏 空 间 的 线性 拟 合 ) 在 m 维 欧 氏 空间 及 ”中 ,给 定 NN 个 点 P= (x 个 ， 
=1,2,…,NN. 和 欲求 一 超 平面 H: K'x = ,其 中 = (用 天 ) 人， 
xn ) ,使 得 各 点 P; 到 五 的 距离 平方 和 为 最 小 .这 样 求 得 的 及 称 为 点 组 | P, ,…, P,} 的 最 
小 二 乘 线 性 拟 合 .特别 地 , 当 m =2 时 , 便 是 常用 的 平面 上 点 组 的 线性 拟 合 . 
解 ”P; 到 上 H 的 距离 平方 为 


» (K'P,- ko) . i 

= rg i 1,2,.…,N 
于 是 诸 点 P; 到 超 平面 的 距离 平方 和 为 

$= De = P: - ko)’ 
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S 可 看 成 向 量 K 和 的 函数 .显然 5 也 是 关于 各，,…, ks 的 多 元 函数 , 它 存 在 最 小 值 .从 数 
学 分 析 中 知 , 欲 使 5 达到 最 小 ,一 个 必要 条 件 为 


8 
ako 


Pi- kt)=0 
从 而 有 


1 < 1 这 
ko = WOKP K'(W 2 Pi) 


令 = 让 DPi, 它 是 入 个 点 Pi,…, Pr 的 几何 中 心 ,从 而 有 


| o = K'P 
H:K'(x-P)=0 
这 表明 所 要 求 的 最 佳 拟 合 超 平 面 一 定 过 中 心 互 .这 时 函数 


1 3 1 
一 一 T ， 一 2 二 
KI Kt (K 把 ko) K 天 


(P; - P)Y 


N 
又 令 卫 = P-PER",D》 YYY = AE RR”", 则 根据 KY = YiK 可 得 
i=1 


N 
_ Ty 2 
S = RR (KT™Y.) 


1 人 
= KR 人 Y.YIK 
= -RK 
= 机 TAK 
又 令 Z = 则 || r - KA 
直人 人 员 Z| =1 且 S= 2Z 的 极 小 点 的 问题 转 


换 为 条 件 极 值 问题 


引入 Lagrange 乘 子 ， 化 为 无 条 件 极 值 问题 ， 即 求 
G(Z,M) = ZT47 + A(Z°2Z -1) 
的 极 小 值 点 .由 微分 学 知识 , 若 ( 2o ,1o) 为 该 函数 的 极 小 值 点 , 则 有 


各 0 2AZ, + 2Ah0Zo = 0 
a ZTZ, -1=0 
于 是 
AZo = - ho Zo 
| Zoll =1 
minS(K) = 和 =- Ao 
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其 中 4 为 半 正 定 阵 4 的 最 小 特征 值 , Zo 为 4 关于 Xs 的 单位 特征 向 量 . 到 此 为 止 ,我 们 
实际 上 获得 了 要 求 的 超 平面 : 它 过 点 已 ,法 向 量 天 为 4 的 相应 于 4 的 单位 特征 向 量 . 

当 半 正定 阵 4 的 最 小 特征 值 的 代数 重 数 rz>1 时 ,者 对 应 4 线性 独立 的 单位 特征 向 
量 为 12 ……, 忆 1, 则 过 互 以 2 或 12} 的 线性 组 合 为 法 方向 的 豆 都 是 最 佳 拟 合 超 平 面 , 特 
别 r> 1 时 有 无 穷 多 个 . 

口 ] 

例 6.1.6( 约 束 最 小 二 乘 问题 ) 给 定 

AER"™”",rank A=n.bER" ,BER'™" ,dE R(B) 
求 约束 极 小 化 问题 min | hx - 51? 的 解 . | 

解 : 显 见 min I Ax -| 总 是 存在 的 . 所 求 问题 实 际 上 为 求 函 数 f(x)= 4x -51? 
在 约束 Be=4d ?下 的 极 小 点 和 极 小 值 ， 为 此 ,引入 Lagrange 乘 子 2X € 展 “, 化 为 等 价 的 无 约 
束 极 值 问题 

p(x,4)= | Ax-51?+2a (Br d) 
车 (xo,240) 为 p(x,4) 的 极 值 点 , 则 有 


2 -2474x -24'b +2B'Ao =0 
多 (za0) 
d 
-2(Bxo _d)=0 
dA ( , 0) ( Xo ) 


说 明 极 点 (xo,)o) 应 满足 
WL 人 
由 f(x)= | Ax-5l?=(x A -b)(Ar-6)=x A Ax-2b Ax+b'b 和 和 


为 正定 阵 ,因此 xo 必 为 f(x) 的 极 值 点 .在 方程 (6.1.3) 两 端 左 乘 可 北 阵 


(gt) 1 


(4 有 7 (3 -| A'b ) 
0 -BC4IT4)-1B7 八 Mo \d-B(ATA) AT™D 


Xo = (B(474) 1B') "(BB(ATA) -470 - d) 
+(l-(B(A'A)-'B™)"(B(A A) BT 
其 中 yy 为 IR 中 的 任意 元 素 . 
xo=(ATA) '(AT™h - BAo) 
fxo)=minl A -bl = Ar-5l = | A(4 4) (45- Bao)-bl? 
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6.2 项 数 矩 阵 微 积分 的 应 用 


前 一 节 , 我 们 建立 了 函数 和 矩 阵 微 积分 的 基本 理论 .本 节 进 一 步 介 绍 函 数 和 矩阵 微 积分 的 
几 个 应 用 . 
(HL) 函 数 向 量 的 线性 相关 性 判定 
设 ai(xz) = (a(x),…,an(%)) ,i=1,2,…,m, 为 定义 在 区 域 D 上 的 函数 向 量 . 若 
存在 不 全 为 0 的 数 cj ,… ,en 使 得 
ciai(X) + + cnan(%)=0,YxED 
则 称 cl(x)，…an(x) 在 D. 上 强 线性 相关 ; 当 a,(x),… ,a (x) 不 是 强 线 性 相关 时 , 称 为 
弱 线 性 无 关 . 一 般 地 ,我 们 有 : 
定义 6.2.1 设 ai(x),…,an(x) 是 一 组 同 维 的 函数 向 量 , 若 在 区 域 D 上 存在 不 全 为 
0 的 函数 pi(x)，… en(x) 使 得 
Piai(X) + + pron(%)=0, VxED 
则 称 a1(x),… ,a,(x) 在 区 域 D 上 线性 相关 ;否则 称 为 在 区 域 D 上 线性 无 关 . 
定义 6.2.2 设 4(x) 是 在 区 域 D 上 的 m xn 函数 阵 , 称 其 不 恒 为 0 的 子 式 的 最 高 阶 
为 4(x) 的 秩 , 记 为 rank4(x) 或 秩 A(x). 
易 知 ,利用 定义 6.2.1, 我 们 还 可 定义 函数 向 量 组 的 秩 等 概念 . 
定义 6.2.3 设 a(x),…,an(x) 是 区 间 [a,b](a,5E 必 ) 上 连续 的 nn 维 列 函 数 向 量 ， 
记 
由 
gy = | Dao)dz， = 2 (6.2.1) 


称 G = (gj) 为 该 函数 向 量 的 Gram 和 矩阵. 

定理 6.2.1 在 [a,b] 上 连续 的 同 维 列 函 数 向 量 a,(x),… ,a,,(x) 弱 线性 无 关 的 充 要 
条 件 是 它 的 Gram 矩阵 可 逆 . 

证 明 : 设 iar(x) +… + an《(x%) =0, 其 中 请，,…, 上 ,为 常数 ,于 是 


五 b 
| ai(x)a(x)dx + + | al(x)a (xz)dx = 0, i = 1,2,.…,m 


Dkgy =0, i= 1,2,,m 
j=1 


GK=0 
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后 当 G 可 逆 时 ,GX =0 关 于 只 有 零 解 ,因此 a,(x),…,a。(x) 不 可 能 强 线性 相 


关 . 
一 ” 反 证 , 若 6 不 可 道 , 则 GX =0 关 于 了 对 有 非 零 解 X= (hk ,…,k,)' 令 
a(x)= ka(%) + + ka (%) 
则 有 
[aCels)ds = | Dilial(s) a(x)d 
= Dk | ls) ls)de 
= XIGX,。 =0 


于 是 a(%) =0, 此 时 ci(x*)，…an(x) 强 线性 相关 . 
口 
定义 6.2.4 设 ai(xz)=(aa(x) aa(x)) ,i=1,2,…,m, 是 区 间 [a,b5] 上 有 mm- 
1 阶 导数 的 函数 向 量 . 记 
ai(x) 
en : ee 


an(%) 
令 
W(x) = (4(xz) ,4(z) ,es A (x)) xm 

称 丈 (x) 是 ui(x),…,an(x) 的 Wronski 和 矩阵 ( 朗 斯 基 和 矩阵 ) . 

定理 6.2.2 设 W(x) 是 列 向 量 cl(x), ,auw(x) 的 Wronski 矩阵. 若 存 在 xo€[a， 
使 得 rank W(xo) = m, 则 向 量 cl(*)，…aw(x) 在 [a,b] 上 弱 线 性 无 关 . 

证 明 : 反 证 . 设 a.(x),…,an(x) 在 [a,4b] 上 强 线性 相关 , 则 存在 m 维 的 非 零 常 数列 
C 使 得 

(a(x),,an(%))C=0 


稍 作 变形 后 有 
ai(x) 
| : |- 
an(%) 
亦 即 
CA(x)=0, VYxE[a,b] 
由 此 得 
C'A'(x)=0, VxE[a,b] 
CiA™N x)=0, YrxE[a,b] 
故 有 
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CW(x0o) = CTC4(xz) 40(xo))=0 
注意 到 亚 (xo ) 为 行 满 秩 阵 , 右 可 消 , 因 此 C =0, 矛 盾 . 


口 
(2) 线 性 时 变 系统 的 状态 方程 
线性 时 变 系 统 的 状态 方程 , 即 为 变 系数 的 线性 微分 方程 组 ,其 -- 般 形式 是 
人 = A(Dx(t) + BLE) (6.2.2) 


其 中 4(0) .8( 分 别 为 已 知 的 '， nxn,nxm 的 函数 矩阵, 且 4(1) 与 B(i) 均 在 所 讨论 区 
域 0 上 连续 ;x(i1) 为 nx m 的 未 知 函数 矩阵 ,而 u(i) 为 mx m 的 已 知 函 数 和 矩阵 . 当 方 程 
(6.2.2) 中 常 项 B(i)u(i) 为 0 时 , 称 之 为 变 系 数 的 齐 次 微分 方程 组 . 相应 地 , 常 项 有 (bz 
(站 不 为 0 时 , 则 称 之 为 变 系数 的 非 齐 次 微分 方程 组 或 非 齐 次 时 变 系统 状态 方程 . 
以 下 将 利用 函数 矩阵 的 相关 性 质 分 别 给 全 出 这 两 类 时 变 系 统 状 态 方程 定 解 间 题 的 具体 
求解 .首先 考虑 齐 次 的 情形 ， 
[家 A(:) x() 
(6.2.3) 
x(£)| :0 = %(to) 
由 定理 6.1.1 知 ,该 定 解 问题 存在 唯一 解 .为 找 出 该 解 ,我 们 将 之 转换 为 求 时 变 系统 < 


= 4A(1)x(i) 的 所 谓 转移 矩阵 .转移 矩阵 的 定义 如 下 : 
定义 6.2.5 设 n 个 关于 i 的 旺 数 问 量 


w(t,to) 
(t,to) = : | j=1,2,.…,n 
x (t,to) 
满足 条 件 
dg xij( to, to) : 
到 = = A(D)S | : = 、 =e@,j=1,2,.…,n 
2 xwy(to, to) 
则 称 n 阶 方 阵 


区 (加 ) = (p),",$,)= 


xn(t,to) … | 


Xu(tsto) wnlt,to) 


为 方程 组 星 ( 志 = 4(z)s( 1 的 转移 矩阵 或 基本 矩阵. 
有 时 ,对 一 个 n 阶 函 数 方 阵 ,只 要 其 每 个 列 向 量 都 是 4z424 = 4(1)x(4) 的 解 ,也 称 它 


为 at2 = 4(z) x( 切 的 转移 矩阵 .但 我 们 指出 ,本 书 所 涉及 的 转移 矩阵 统一 指 为 定义 


6.2.5 所 规定 的 情形 . 
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例 6.2.1 令 4( 中 ,由 (50) 及 加 (5 加) 分 别 为 
er 10) cos( _ 0) 
40D=| |， $1(t,10) = [ | 
e 


“osin(t 一 to) 
—e' sin(f — | 


—€' Vecos(t— to) 


pe 


则 有 
Pt) (0) $410), i=1,2 
b(to,to)=e;,i=1,2 
故 和 矩阵 $(4,10) = (页 ,网 ) 为 8 = 4A(1)x(1) 的 转移 矩阵 . 
口 
给 定时 变 系 统 9z424 = 4A(1)x(1) ,现在 一 个 基本 的 问题 是 ,其 转移 短 阵 是 否 存 在 ?如 
果 存在 的 话 ,又 是 否 唯一 ?转移 矩阵 的 下 述 性 质 6.2.1 给 出 了 它们 肯定 的 答案 . 
性 质 6.2.1 n 阶 方 阵 $(1,46) 为 时 变 系统 虹 ( 直 = 4( 1)x( 芒 的 转移 矩阵 的 充 要 条 件 


dx 人 (区 


A(t)z(1) 
是 $(1,40) 为 | df ”的 解 . 
x (0) 1, = 


因此 ,利用 定理 6.1.1 得 知 ,转移 矩阵 总 是 存在 且 唯 一 的 .为 建立 方程 (6.2.3) 的 解 与 
转移 矩阵 之 间 的 关系 ,我 们 有 : 


性 质 6.2.2 设 4(i，5) 为 时 (5 = 4(1)x(4) 的 转移 笨 阵 , 则 方程 (6.2.3) 的 解 为 x(1) 


=$(1,to0)x(to). 
证 明 : 直接 验证 即 可 . 


口 

此 性 质 还 表明 ,车 x( ia) 代表 系统 to 时 刻 的 状态 ( 即 为 初始 状态 ) ,<( 14) 代表 系统 在 ， 
时 刻 的 状态 , 则 对 初始 状态 左 乘 %( + ,tm ) 便 得 到 系统 在 上 时 刻 的 状态 .这 正 说 明了 将 %(t， 
1 ) 称 为 转移 矩阵 的 原因 ,因此 也 说 明了 求 转移 矩阵 的 重要 性 . 换 句 话说 ,方程 (6.2.3) 的 
求解 关键 就 在 于 求 转移 矩阵 $(1 ,to). 

除了 性 质 6.2.1 及 性 质 6.2.2 外 ,转移 矩阵 还 有 下 列 性 质 

性 质 6.2.3 设 %(t，zo) 为 时 变 系统 342 = 4(1)x(1) 的 转移 矩阵 , 则 


(D2, to) = $C) BL, to); 
(2)g 7 (t,t0) = $(to,2); 
(3) det$(1,40) = eh (Jacobi 恒等式 ). 
证 明 : (1) 由 性 质 6.2.2 知 , 定 解 问题 (6.2.3) 的 唯一 解 为 
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x(t)= p(t, to)x(to) 
由 此 ,系统 在 tj 时 刻 的 状态 为 x(4) = $(4,io)x(to) ,注意 到 x(1) = $(1,t)x(ti) 是 定 
解 问题 
dst) 41) s(t) 
0 = x(t1) 
的 唯一 解 . 因 此 有 x(2) =$(i,to)x(io) 与 x(1) = (t,t1)x(ti) 均 是 方程 (6.2.4) 的 解 . 
结果 


(6.2.4) 


p(s,to)x (bo) = Bt, Bt , to) x(to) 
由 x(to) 的 任意 性 知 :$(4,40) =$(1,41)$(4 ,to). 获 证 . 
(2) 由 $$(1,to)= (tb1)$(ti, to), 两 边 让 41= 加 ,得 、 
T= $(t0,11) $1, to) 
亦 即 
g (t,to)= b(to,) 
X(t) 


, 据 


Co) (4)$(4,10) 得 : 


mtime | 


X, (1) 


上 5 - [ACO $10)]; = Da OX = 12 和 an 
t=1 
根据 行列 式 的 求 导 法 则 有 : 


Xt) X(t) 
1 XX (1) ， Xi1(t) 
dz det$l t,t0)] = Daet cil 他 4 au(t) X(t) 
(0) (1) 
= Dailt)detg(1, 10) 
= tr A(1) . det$ (1, 10) 
从 而 得 
p = det$(1,10) = oftr A(r)dr 
口 
接 下 来 ,重点 关注 转移 矩阵 的 求法 . 
方法 一 (和 迭代 格式 法 ) ”该 方法 的 本 质 是 定理 6.1.1 的 证 明 中 出 现 的 下 列 迭 代 格 
式 : 
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Xo 一 了 
Zs=L +| A(T)X, (rdr 
$(i,to) = lim¥ (#) 
该 方法 的 特点 是 :尽管 取得 的 是 一 个 近似 解 , 但 其 精度 容易 掌握 . 


方法 二 〈Peano - Baker 级 数 法 ) ”一 般 地 , 设 4(1) 为 在 区 域 0 上 连续 的 nn 阶 函 数 
方 阵 , 称 级 数 


T+ [ A(vi)dvi + [ ACw)do | A(v,) dv + | Alw)do | 4(o)dm| ACvs)dos 4 
为 Peano - Baker 级 数 .Peano - Baker 级 数 法 求 转移 矩阵 的 主要 根据 是 如 下 定理 ， 
定理 6.2.3 “” 设 时 变 系统 为 天 (全 = A(4) «(1), 则 Peano - Baker 级 数 的 和 短 阵 便 为 


该 时 变 系 统 的 转移 矩阵 . 
证 明 :(1) 首先 证 明 在 定理 的 假设 条 件 下 ,Peano - Baker 级 数 在 [2 ,与 ] 上 一 致 收敛 ， 
为 此 记 4(1) = (ay(1)),.，,M 为 固定 的 整数 使 得 
Jasl)| < M, ViE [tt],i,j = 1,2,.…,n 


又 记 al? -| ov) do | ay(vi)dvi,k = 1,2,…, 于 是 有 
1 加 to 


| aD | = | ay( tn ) dy 
0 


1 
< M(t - i) = EA - to) 


Ia?|<| | aj (0): | mo)dmlams | 1 (ww - 加 )do = M(t ~- 加 了 
io “ io 如 . 


类 似 地 有 : 


因此 ,Peano - Baker 级 数 一 致 收敛 . 
(2) 现 设 Peano - Baker 级 数 一 致 收 仿 于 $(i,io), 于 是 
df (tsi) = A(t) + 4(0| Alw)dw + 4(5| 4(o)dm| 4(m)dm i 


= A(zt)[I+ | A(v,)dv, + [ A(wm)dvs| Alvs) do +*…] 


4(t) 。 (i, to) 


和 
b(to,to) = 5 


所 以 $(1,4) 为 时 变 系统 9 全 = 4(1)x(:) 的 转移 矩阵 ， 
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在 实际 应 用 中 ,由 于 时 变 系统 昱 ( 共 = 4(:)x(:) 中 的 4A(:) 还 会 具有 某 些 特殊 的 性 


质 , 因 而 此 时 转移 矩阵 的 获得 也 往往 还 可 找到 更 为 便捷 的 途径 , 见 下 例 : 
例 6.2.2 设 A(1) 为 在 区 域 2 上 连续 的 n 阶 函 数 方 阵 , 且 


| 4(o)do : A(t) = A(s) | A(v) dy 
则 9 = A(i)x(1) 的 转移 矩阵 为 eh ,特别 地 , 若 Vi,t, 和 人 均 有 A(41)A(zt,) = 
A(5)4(), 则 同和“ 即 为 开 ( 巡 = 4(1)x(1) 的 转移 矩阵 
证 明 ; 事实 上 ,由 eh 和 的 短 级 数 展 式 
el sv -= 7 + | Ao)a + (Ao) ado) 4 
两 边 对 : 求 导 得 : 
oh = ACDEI +| A(v) dv + (| A(v) do) +] 


A(z) > el 


并 注意 到 
并 4ou _ J 
可 知 seo 为 开路 = 4(1)x(1) 的 转移 矩阵 


口 
前 面 所 做 使 我 们 对 齐 次 时 变 系统 的 定 解 问题 有 了 较 好 的 回答 .和 标量 的 常 微分 方程 
一 样 ,采用 常数 变易 法 ,能 轻松 地 解决 非 齐 次 时 变 系统 的 定 解 问题 ， 
人 40Dx(D + Bu) 
#1)| ,es = «(10) 
式 中 4(1),B(t),wu(t),x(1),x(to) 如 前 ,未 知 量 为 x(1) ,已 知 和 矩阵 4(1),B(1) 均 在 所 求 
讨论 区 域 0 上 连续 . 
定理 6.2.4 方程 (6.2.5) 有 了 唯一 解 ,该 唯一 解 为 
x(£) = $st0) [x(t0) + | $lt0,0) B(v)u(v)do] 


(6.2.5) 


其 中 $(4,4) 为 齐 次 时 变 系统 9 人 7- 4(1)s(1) 的 转移 矩阵 ， 
证 明 : 首先 我 们 用 常数 变易 法 求 出 方程 (6.2.5) 的 一 个 解 . 设 (4) = $(1,44) C4) 为 
方程 (6.2.5) 的 一 个 解 ,其 中 #$(1,40) 为 内 只 = 4(1)x(4) 的 转移 矩阵 , C(1) 为 待定 的 函 


数 向 量 . 于 是 
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二 人 _ dt Yc,) 十 $B(t, to0) — 


二 A BC CD) + b(t,t0) C' (i) 


dC(i) 
dz 


代入 方程 (6.2.5) 得 
A(t)$(t,t0) Ct) + BOE)u(t) = A(i)$(E,to) C(t) + $s,to) CC (i) 
即 有 
C1) = $1 (r,to) BE) w(t) = $(to,t)B(i) u(t) 
因此 


C(t)=C + gt,o)B(o)u(z)dn 


由 初始 条 件 x(1)|,-， = x(to) 有 


x(t0) = $(to,to) C(to)= C 
故 方程 (6.2.5) 的 一 个 解 为 


(1) = $isi0) Lai0) + | $i0,0) Bo) uw)dr] 
最 后 ,车 x(1),y(1) 均 为 方程 (6.2.5) 的 解 , 则 z(1) = y(t) - x(1) 便 为 方程 
[全 4(z)z(1 


(6.2.6) 
z(t)|,-, = = 0 
的 解 . 由 定理 6.1.1 及 性 质 6.2.2 知 ,方程 (6.2.6) 的 解 只 有 一 个 , 它 为 
$(,to)z(to) = 0 
因此 ,x(t) = yb VEE DO. 
口 
例 6.2.3 ”对 非 齐 次 定常 时 变 系统 
加 = Ax(i) + B(i) u(t) 
x(t)|,-, = x(to) 
由 于 4 为 常 值 n 阶 方 阵 , 因 此 ,由 例 6.2.2 知 其 转移 矩阵 即 为 
g(t bo) = e4(-90) 
此 时 ,该 非 齐 次 定常 时 变 系统 的 解 ( 只 有 1 个 ) 为 
x(1) = ei v(to) + | es Blvy)u(v) do 
口 


例 6.2.4” 求 下 列 定 解 问题 的 解 : 
[全 -4(Dx(D) + Bt) u(t) 
«(2) |), = wo 
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其 4D = 人 “jaOaD = 人 (=( ao-o 


解 ; 由 4A(z1)4(ty) = 4(2)4() 对 VY t,t; 均 成 立 知 ,转移 矩阵 即 为 


MD 2) dw A | 7) 
由 矩阵 函数 的 计算 可 得 


了 


en ea 


另 一 方面 ,计算 | $(t0,0)B(v)u(v)dv 有 


: et? et22 _ ee 2 : ve _ ee 十 et-2 
| | }{ )u =| | dy 
0 0 et 1 0 ee 


最 后 定 解 问题 的 解 为 
一 上 1 -2 ef 1 _ 
weal os 人 -7 eb + | 
1-e -1 
口 
6.3 稳定 性 与 李 雅 普 诺 夫 定理 
对 齐 次 时 变 系统 状态 方程 
dX _ 
dt 一 人) (6.3.1) 


X(to)=C 

记 该 系统 的 转移 矩阵 为 $(1, to), 则 该 方程 的 唯一 解 为 了 (1) = $(1,io)C, 它 既是 i 的 孙 
数 ,又 依赖 于 初始 状态 C. 现 假设 初始 状态 C 进行 稍微 的 扰动 ,那么 它 会 对 解 (1) 产 生 
怎样 的 影响 呢 ? 本 节 主 要 讨论 此 问题 .为 凸显 初始 状态 CE C"*" 对 解 了 (1) 的 影响 , 特 记 
Xc(t)=$(z,t0)C, 且 把 X(t) = $$(1,1to)"0=0 称 作 方 程 的 零 解 .给 定 C"" 的 一 个 相 容 
和 矩阵 范 数 ‖: | ,为 讨论 初始 状态 C 的 扰动 对 解 X(1) 产 生 的 影响 , 引 人 如 下 两 个 定义 : 

定义 6.3.1 称 方程 (6.3.1) 的 零 解 在 李 雅 普 洛 夫 意 义 下 稳定 ,是 指 : 

Ye >0,6(e)>0, 使 得 当 上 CC <8s(e) 时 ,对 一 切 上 > 加 均 有 | 和 (| <e. 
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定义 6.3.2 称 方程 (6.3.1) 的 零 解 在 李 雅 普 洛 夫 意 义 下 是 渐 近 稳定 的 是 指 :方程 
(6.3.1) 的 零 解 在 李 雅 普 洛 夫 意 义 下 稳定 且 满足 lmXc( =0,VCEC 

容易 看 出 ,上 述 定义 与 C"”” 中 相 容 矩阵 范 数 ‖ i 的 选取 无 关 . 因 此 在 证 明 与 此 相关 
的 论断 过 程 中 , 常 根据 需要 ,假定 相 容 和 矩阵 范 数目 || 为 下 范 数 或 谱 范 数 等 一 些 我 们 熟悉 
的 范 数 . 

为 解决 方程 (6.3.1) 零 解 在 李 雅 洛 夫 意 义 下 的 稳定 性 与 渐 近 稳定 性 问题 ,我 们 有 下 述 
定理 : | 

定理 6.3.1 1) 方程 (6.3.1) 的 零 解 在 李 雅 洛 夫 意义 下 是 稳定 的 当 且 仅 当 对 一 切 上 > 
to ,存在 常数 r>> 0, 使 得 | gb) | rs<r, 即 4( 切 的 转移 矩阵 是 一 致 有 界 的 . 

(2) 方 程 (6.3. 1) 的 零 解 在 李 雅 洛 夫 意义 下 是 渐 近 稳定 的 当 且 仅 当 lim$ (4, io) =0. 


证 明 : (1) 寺 ” 反 证 ,$(i,t) 不 是 一 臻 有 界 的 ,于 是 $(1,io) 中 存在 元 素 (4) 在 [， 
+ o ) 上 无 界 , 此 时 取 初 始 状态 C = (aej,0,…,0),xn,a0, XXc(t)=$(z,to)C 中 (i,1) 的 
位 置 元 素 为 $j(1) ,明显 地 , ap;(i) 在 [io,+ %) 仍 无 界 .矛盾 于 零 解 的 稳定 性 . 

邱 ” 注意 到 XC(1) = $(z,t0)C, 因 此 Ye>0, 取 8= 二 , 则 有 当 | ci:<5 时 ,对 一 
切 之 加 均 有 | Xceli) | FS | (it, to) | F | C | rr=e. 

( 2) 一 在 Xolt) 是 李 雅 普 洛 夫 意 义 上 渐 近 稳定 的 情况 下 ,车 lim$(i， to) 天 0, 则 $(z， 
to) 中 至 少 存在 一 个 元 素 宙 ( 旨 , 当 t>+o 时 , 它 不 收敛 于 0. 取 C=(e,0,…,0), 此 时 
gto)C 中 (i,1) 位 置 元 素 为 如 (2), 它 不 收敛 于 0( 当 上 + % 时 ) ,矛盾 于 limXc(1) =0. 

和 所” 是 显然 的 . 


口 ] 
dX_y dX (0)sins 
例 6.3.1 的 零 解 是 不 稳定 的 ;4 di 的 零 解 是 稳定 的 ,但 不 是 
X(to)=C X(to)=C 
dX__y 
渐 近 稳定 的 | dt 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 . 
X(to)=C 


当 方 程 (6.3.1) 中 的 4(1) 为 常数 矩阵 4 时 , 李 雅 普 洛 夫 将 其 零 解 渐 近 稳定 性 的 判定 
与 4 的 特征 值 刻 画 联系 起 来 ,给 出 了 著名 的 李 雅 普 洛 夫 判 据 ; 


定理 6.3.2 当 4 是 常数 矩阵 时 ,方程 全 = AX(1) 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 当 且 仅 当 : 4 


的 所 有 特征 值 有 负 人 实 部 ;方程 尝 = 4AX(1) 的 零 解 是 稳定 的 当 且 仅 当 4 的 所 有 特征 值 均 有 


非 正 的 实 部 并 且 实 部 为 零 的 特征 值 所 对 应 的 Jordan 块 是 一 阶 的 . 
证 明 : 当 4 为 常数 矩阵 时 ,4 的 转移 矩阵 $(1,i60)=e' ,Xe(1)=es-C. 取 4 
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n Bb 
-1 于 是 et- =P -1 ,其 中 
J B, 


n.-1l 


( 一 0) 
1 tt TT 


的 Jordan 分 解 A4=P 


忆 = ee) 
zt 一 to 


1 

因此 lim e*"% =0 全 对 每 一 块 有 , 均 有 lim B; = 0 全 每 个 4; 的 实 部 为 负数 . 

et 一致 有 界 全 每 个 五 均 是 一 致 有 界 作对 每 个 1; 而 言 ,要 人 么 4, 的 实 部 为 负数 ; 
要 么 4, 的 实 部 为 0, 但 此 时 对 所 对 应 的 Jordan 块 是 一 阶 的 . 

口 ] 

一 般 地 ,对 一 个 复方 阵 4 , 若 它 的 所 有 特征 值 均 有 负 实 部 ,我 们 称 4 为 稳定 矩阵 ; 若 
它 的 所 有 特征 值 均 有 非 正 的 实 部 且 实 部 为 零 的 特征 值 所 对 应 的 Jordan 块 是 一 阶 的 , 则 我 
们 称 4 是 一 个 半 稳 定 矩 阵 ， 


李 雅 普 洛 夫 判 据 表明 : 常 系数 时 变 系 统 状态 方程 全 = 4X(1) ,其 堆 解 的 稳定 性 与 


渐 近 稳定 性 分 别 对 应 于 4 是 半 稳 定 矩 阵 与 稳定 矩阵 . 接 下 来 ,我们 讨论 常数 矩阵 4 的 稳 
定性 判定 问题 .对 实 方 阵 4 , 李 雅 普 洛 夫 在 此 问题 上 也 给 出 了 深刻 的 结果 : 
定理 6.3.3 设 AER"", 则 以 下 两 条 等 价 : 
(1)4 是 稳定 矩阵 ; 
(2) 关 于 了 的 矩阵 方程 4rY+ 网 = -7 有 唯一 的 实 正定 对 称 解 . 
证 明 : (1) 一 (2) 构造 及- 线性 映射 如 下 : 
F:R RX "一 > 及 nxn 
M—>A M+ MA 
验证 N(F) = [01 . 任 取 ZE NC(F), 则 
A'TZ+24=0 
-4IZ= Zh 
(~ 1AT)Z= 2Z(1A):,Y EEN,YiIER 
e-4 Z= Ze 
Z= er Ze” 
2= lim Z= lim es Ze =0 
因此 , 严 是 可 北 映 射 .特别 地 , FI(- 1) 有 唯一 解 V, 即 31 7 使 得 477+ 网 = -1 
注意 到 , Vi 也 满足 矩阵 方程 475XY+ X4 = -7 因此 了 = Vi,V 为 对 称 矩 阵 . 
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下 证 V 为 正定 矩阵 . 反 设 V 不 为 正定 阵 , 则 可 取 cER 展 *" 且 c 尖 0, 使 得 crVe 志 0, 于 是 
让 x =e**c, 并 构造 二 次 型 f(1) = x Ve=e (es) :Vee, 直接 计算 知 


到 =- 二. ep jx 77- 竺 


= ce ATVx + x VAes.e 

=x (A V+ VA)x 

=x'(-I)x= -x x<O0 
这 表明 f(1) 对 一 切 :EE 及 都 是 严格 递减 的 ， 特别 地 有 

fF1) <f(0)= ce Ves0 
而 对 一 切 t 宇 1, 更 有 f(t)<f(1) <0; 故 Jim f(1) #0, 但 由 4 是 稳定 矩阵 又 知 1 lim e* = 0， 
lim f(t) = Jime ex yes .c=0 了 矛盾 , 故 了 为 实 正定 矩阵 . 


(2) 坟 (1) 令 4.w 为 4 的 特征 值 及 其 相应 的 特征 向 量 , hv = Xp,V 为 矩阵 方程 4 和 
型 = -7 的 唯一 实 正定 对 称 解 . 构 造 二 次 型 : 
At) = (ex Ye 人 ele Vrerep eri)* yy 


=the Dy “Vv= f(t):2Re(A) 
但 由 刀 = 各 知 ,( 以 )%w=( 以 )"w, 故 又 有 
ery 二 > ， (4 


有 
I 
一 
SE a 
二 ， 二 
I 
SS 


此 时 ,Fi = (esp) "Vesrv=v" "es Ye v0, 再 次 对 f(2) 求 导 : 
Y= .et ATe Vrery+v" .ec Ye .4p 


=v" .ed [ATV+ VAlet"y 


A 
=-» ee "ee “人 
+ 外 
一 已 Dp Vv 
(A+tA)L *¥ 
= 一 € 2 v 


2tRe(2) * 
= — 2 了 


结果 
2f(1)Re(A)= — eA yy 
两 边 让 :=0, 则 得 2v* VvRe(4) = -v'v, 由 六 的 正定 性 知 :Re(X3)<0, 这 表明 4 为 稳定 
和 矩阵. 
口 
135 


矩阵 分 析 


| 


题 7x 


1. 设 4E 及 ,BE 开 "" 是 给 定 和 矩阵 , 工 E 玉 "是 矩阵 变量 ,标量 函数 p(X) = 
(4XB) ,证 明 9 和 = 4"B". 


2. 证 明 性 质 6.1.4 中 的 等 式 :和 re(XT4XK) = (4 + 4")X, 特 别 地 , 当 4 为 对 称 矩 阵 


时 -dr XTAXY) =2AX. 


"dX 


天 
3. 设 4E 民 rDE 民 ",i = 1)2,…, 有 证 明 :xo 红 素 "是 函数 FLx) = 2 | Aix - 


上 外” 的 极 小 值 点 的 充 要 条 件 为 x。€ 及 ” 是 方程 ( 3 4 )x = D4 的 解 ， 


4. 求 /=(x-a-B) (x - a- 及 ) 对 a 的 导数 ， 其 中 x， :为 常 向 量 ， B 为 常 矩 阵 . 
5. 求 了 4'AY 对 4 的 导数 ,其 中 4E 民 ”" ,YE 民 ” 是 常 向 量 . 


6. 证 明 :4 一 DAY- X) -2(4Y -XX), 其 中 XX, 了 为 常 向 量 . 


7. 车 4(+) 在 [a,5] 上 连续 可 微 ,证 明 :| 和 4(s)ds = 4(D) - A(a). 
8. 设 4 为 2 阶 方 阵 ,其 两 个 不 同 的 特征 值 为 *,， 和 4, 特征 向 量 为 P 和 P,, 则 方程 
理 = px 的 解 一 定 能 表达 为 <(1) = cetrPi + csex'P;, 其 中 必 与 cy 由 x(0) = ciPi+ csP， 
确定 . 
0 


9. 利用 上 题 结论 , 求 方程 党 =| “。 ，。]X,X(0) = (1,1)" 的 角 ， 


1 
10. 设 4(b) -| (1+ 下 aaa xi)=4(Cbx(b) 的 转移 矩阵 . 
0 0 


, 1 
1 求 系 统 | - 0 i++271 (人 (“的 和 
xX’2(1) 0 0 %2 1 x2(1) 0 x2( to) 
12. 已 知 B(1,10) 是 方程 9 全 = 4(1)X(1) 的 转移 矩阵 ,证 明 : 


(0) = -BD(1t, to)A(io) 
3 -1 1 
13. 求 定 解 问题 侍 = AX + FP(4),X(0) = (1,1,1)" mk: 0 1 


1 -1 2 
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0 
F(t1)=|0 
eit 

14. 设 某 一 动态 微分 方程 为 : yY” + 7y +14y +8y =6u(i), 其 中 yy 为 系统 输出 函数 ， 
u(i) 为 输入 函数 , 求 y(1). 

15. 设 D= 1XER""; 卫 是 正定 对 称 的 | ,定义 D 上 的 函数 /( 邓 ) = ln det(X) ,证 明 
df 7-1 
dX 

16. 若 和 矩阵 变量 XE 民 "** 的 行列 式 det( 针 ) 0, 定 义 标 量 函 数 p( 铸 ) = det( 包 ) ,证 明 


9 多 = det( X)(X1)". 
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科学 与 工程 技术 中 的 许多 问题 可 转化 为 矩阵 的 特征 值 问题 . 数值 敌阵 的 特征 值 是 一 
个 相似 不 变量 .回顾 :任何 ” 阶 复方 阵 4 的 谱 作为 n 维 向 量 ,其 欧 氏 范 数 不 会 超过 4 的 欧 
氏 范 数 , 它 就 是 Schur 不 等 式 .那么 ,对 和 矩阵 的 特征 值 ,是 否 还 有 更 精确 的 估计 呢 ? 结论 是 


肯定 的 . 


我 们 知道 ,给 定 4=(aj) EC"*", 总 可 将 4 进行 笛 卡 儿 分 解 :4 = B+ C, 其 中 B= 
4-4” 记 4 的 特征 值 为 1X,,…,4,| ,8 的 特征 值 为 {4 ，…， 


(bs) 三 


4+4 C=(e)= 
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7.1 特征 值 界 的 估计 


2 


41 ,C 的 特征 值 为 {iv, ,… ,iv,1 ,并 约定 


12; | 三 | | 


由 Schur 不 等 式 可 立即 得 如 下 结果 : 
定理 7.1.1 4,B,C 如 上 所 设 , 则 : 
(D2 | < nmax| os| =nl|4l,; 
(2)|Re(24i)| sn: | BN,; 
(3)| Em)| <n | Cl,. 


x 


Al1 闪 
mt | . ern 


故 有 


也 就 是 
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An 
*_UAU” UAU T+7T 
UBU = 一 7 + 一 = 一 了 一 
*_UAU” UAU” 7T-7T 
UCU” = 2 - 7 = 一 


3 
Ee 
i=l1 2 1 i=1 i 


了 = 


ca | Ai 一 A 2 | tl 2 
i= =1 i= i 
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2 |ReQ)l < > | 性] = 上 Bl ew max| byl =m(|B|,,) 


i=1 i 


SIm(2)|? < > | cy = | cl < nm max| cr = nm2( cl|, > 
i=1 bj 本 
再 由 Schur 不 等 式 知 
Da Dol < wma) ol = (4 
i=1 Dj i 
结果 : 
| | < n* max| os = nl ay | = nal, 
|RelAi)| san: IB, 
[mG < ne el, 


由 命题 7.2.1 的 证 明 易 知 如 下 的 Bendixson 估计 式 : 


推论 7.1.1 若 4 是 实 阶 方 阵 , 则 |Im(20)| < 于 二 1 cl 
证 明 : 注意 到 
Dm Dll 
再 结合 4 为 实 方 阵 ,如 : c。= 0,(i = 1,2,…,n) 且 4 的 复 特征 值 共 罗 成 对 出 现 ,不 妨 设 为 
: 对 非 实 的 特征 值 ,于 是 有 


2 | mG <2 lol <nln - 1) max| cyl = n(n- Dcl, > 


IImGQd) < SS cel. 


至 于 Ai 与 Ai ywi 之 间 的 关系 问题 ,我 们 有 : 
定理 7.1.2 4,B,C,4i,p4i,vi 如 前 面 所 设 , 则 : 
(Dp Re(Ai) 三 Ai 


于 是 得 


(2)v, <Im(Ai) en. 
证 明 : (1) 取 相应 于 ); 的 单位 特征 向 量 x ,得 : 
[ee 
x A x=A; 
于 是 : 
Re()) = 生 了 = x=x* Bx 
im(X) = 3 "A X=xX Cx 


139 


注意 到 B,C 分 别 有 分 解 : 


并 令 y= Ux ,z= 5, 于 是 有 : 
Re(X4;)=x" UDiUx=Yy" Diy 
(wo. V”* D,Vx=z" D,z 

由 西 阵 不 改变 向 量 的 Euclid 范 数 知 ,y 和 z 仍 是 单位 向 量 . 从 而 有 


” = 2 
iIm(A4;) = Divlsl’ 
亦 即 

本 = Dy 


Im(24;) = 2015l 


=1 


根据 假定 /> … > pv > … > 如, 结果 : 


= Dp | 入 | Dll = Re(4i) < Opilyl = 1 
t=1 
同 理 得 w i < 


口 
定理 7.1.3 ” 设 4 EC" 的 特征 值 为 4,,…,4, ,奇异 值 为 cl > … = o,, 则 有 
o < |)|<o， 1 = 1,2,.…,n 
Ol 
证 明 : 记 D = | , 则 存在 酉 阵 U,s.t. 
an 


LV4"40 ”= 姜 
取 4 的 关于 4; 的 单位 特征 向 量 x, 于 是 有 
|2:|? = (Ax)’ Ax = x*A' Ax = x U* DUx 


Y1 
: |: Ux ,于 是 y 仍 为 单位 向 量 , 且 


| 和 = 入 
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显然 o2 
亦 即 o, 


< | seo 
< lAils<o 


[2 | 


口 
倘若 给 定 的 矩阵 4 是 自 伴 和 矩阵 , 则 关于 其 特征 值 的 估计 有 : 
定理 7.1.4(Courant ~ Fisher 定理 ) 设 4E CC”™,A” = 4. 4 的 特征 值 为 1，…， 
(0 zx E C""), 它 称 为 4 的 Rayleigh 商 , 则 有 
Ai= min |maxR(x)} (i = 1,2,.…,n) 
ye@ OxxEV 
dmV= n-i+l 


24; = max | ma Ra (x)| (i = 1,2,. ,nn) 
sg ， 
jd 


A (AI 字 “ ”之 4,), R(x) 三 


证 明 : 记 5 = {S15 为 C" 的 i 维 子 空 间 | ,T = 17| 7 为 C" 的 n -i+1 维 子 空间 }. 
将 4 分 解 为 
Ai 
:| …. 
2 


其 中 U 为 酉 矩阵 , 令 U 三 (alias) Ui 三 (a1 , 0:1), Us 二 (a;,…,a,), 于 是 C" 二 


spanj ao ,ai 名 spanfa;,…,a,1. 设 S$ 是 任意 i 维 子 空间 , 则 5S mn spanla;,…,a,l| 二 0， 
于 是 可 取 a € 5 门 span{a;,… ,a,| 使 得 


b; 
Oz¥a= (0,0)) : 
b, 


Ailbi| + +a |b, | 
[bl + + bl 
因此 ,max| min R, (a)| 去 从 
SES 0xeE3 
另 一 方面 , 取 S$ = spanla，…oij, 则 有 dimS = i, HE min Ro) 宇 4;, 因此 有 
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max| min Ri(a)| > 三 和 ,结果 
SES Oxa€ES 


Mh = max{ min R(x)} (i = 1,2,.…,n) 

Vat 0zxEV 

dV 
类 似 地 可 证 

A = min {max Ri(x)} (i = 1,2,…,n) 
Vas@ OxxEV 
dimV=n-i+t+l 

定理 获 证 . 


国 
上 述 定 理 也 叫 极 大 极 小 原理 .由 该 定理 立即 得 下 列 结果 : 
命题 7.1.1 设 4 为 n 阶 Hermite 阵 ,其 特征 值 为 A = … = 和, 其 相应 的 正 交 单位 特 
征 向 量 为 xi,…,%,. 令 V= CV= 1xEC" I(r,%) = 0k =1,2,.,i-1|,(i=2, 
3,…,n). 则 有 
a (Ax, x) 
i 三 Max 9 
xzE VY, 和 ,TX 
证 明 : 由 于 dimV, =n-i +1, 因 此 由 定理 7.1.4 知 : 


(Ax, x) 
max > 4; 
xEV. (x,%) 


x#0 


另 一 方面 ,0 zx x Vx 可 表 为 :x = 》\《x,z,)w,, 因 此 有 


i = 1,2,.",n 


CD) non) hres DY ust) ou) 


(Ax, x) = = 
Ri(x) = 《 》 二 元 < Ai 
和 2 |e) 


口 
推论 7.1.2 车 4,B 均 为 n 阶 Hermite 方 阵 , 其 特征 值 分 别 为 :41(4) 二 … 二 4,(4)， 
A1(B) 宇 … 宕 %(B). 则 对 CGC”* 上 的 任何 相 容 范 数 | . 上 均 有 |%(4)-%(B)|< 4 
-BI|,i= 1,2,.,n. | 
证 明 : 由 许 瓦 兹 不 等 式 知 : 
| (Ax - Bx,x)|l< (4-B)xl,lxl, < 14-Bl,lx|3 


从 而 
(Ax,sx) (Bx,x) lA-BI,lxl; 
x,%) 《光世 + 完 ,X 
由 定理 7.1.4 知 : 
A(A4) =A(B)+ lA4-B|, 
类 似 地 可 得 


A(B)<A(A)+ NA-B|, 
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于 是 
[2(4) -W(B) < 14-Bl =eo4-B)<14-B1 7 1,2,,n 


这 里 ‖4 - 8B, 表示 算 子 范 数 . 


推论 7.1.3 设 Hemite 阵 4 = (a3) 的 特征 值 为 A 二 A 二 '" 之 ,将 CI ，Qm 
重 排 为 Qs a ma 使 得 a 11 衬 ”之 a .由 则 有 


1》 oil < 


Q 11 
证 明 : 让 B = | ,将 4 适当 交换 行 和 列 , 使 4 为 相似 于 对 角 线 元 依次 


a mn 
为 a ,… ,a'in 的 和 插 阵 ,于 是 应 用 推论 7.1.2, 并 注意 到 矩阵 的 下 一 范 数 也 是 相关 矩阵 范 
数 ,得 
| 》， 一 ai |? :< > [an | ,i = 1 ,2,,n 
jk=1 
zk 


口 
注意 到 和 矩阵 4 的 奇异 值 的 计算 实质 上 为 4 4 的 特征 值 计算 问题 ,因此 它 也 有 类 似 于 
特征 值 的 变 分 描述 . 
定理 7.1.5 让 AEC™™" Gm 宇 n) 的 奇异 值 为 cl > os 二 … 三 o> 0. 则 有 
， | Ax | ， 
oj = min max 
dnS = nitl x€ES x |。 
其 中 变 元 $ 为 C" 的 子 空间 . 
证 明 : 设 叶 为 4 4 的 第 i 个 特征 值 ,因此 由 极 小 极 大 原理 知 


守 其 
2 ， X A Ax 
Oi; 三 min max 四 
dinS=n-i+l xES 入 Y 
x#x0 
= mn max 2 
dimS=n-itl xES | x | 2 
xx0 
| 4x lL 2 
结果 Gi 二 mm max 
dmS=n-i+l 58 和 | 


口 
推论 7.1.4 设 4,BE C" 分别 具 有 奇异 值 c > oz > 及 mr 过 
rz, 则 co 与 r 之 间 有 如 下 关系 : 
[oo-zrls A- Bl,,i= 12 
证 明 : 让 4 = B+, 记 $ 为 n -i+ 1 维 子 空 间 , 则 有 
max | 4x | ， pax | Bx + Ex ||, 


XES 省 2 xES 和 外 
和 有 人 X 天 0 
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| Bx | 2 | Ex || 
< max m 
xES 和 中 > x*ES b | 
x#0 x0 
Bx 
< max | Il, a4- Bl, 
4€5 2 


从 而 有 a -zt < 4 - B|,. 类 似 地 ,有 -6 =< 4 -B11,. 于 是 有 |o -rt|< 14 
- B)|,,:i 二 1,2,…,n. 证 毕 . 
口 


7.2 ”七 氏 圆 盘 定理 


现在 我 们 将 推论 7.1.3 推广 到 一 般 矩 阵 中 ,从 而 给 出 特征 值 在 C 上 的 位 置 的 初步 估 


计 . 
定理 7.2.1 设 4 = (a;) 为 复 n 阶 方 阵 ,定义 圆 盘 
GA) = {a€Ec: lao) Dol}, j= 1,2,n 
k=1 
kj 
而 6*(4)= {Aa€Ec:|4-als< 六 ol j= 1,2,,n 


hj 


则 4 的 特征 值 必 满 足 : 
Ai€ (UNIUE) 
这 里 G 是 G(4) 的 简 记 ,G7 是 GC (4) 的 简 记 . 以 下 约定 用 8 表 圆 盘 C (4) 的 半径 . 
证 明 : 假定 4x = 2x, x。= 1, 记 x = (x;,…,%,)" ,假定 |%| = 1, 则 有 


n n 
[Aa|= | -oa)%|= | Da = 
他 ， 和 


即 有 X EUG. 由 于 4 与 4 有 相同 的 特征 值 ,因此 本 定理 得 证 . 


口 ] 

本 定理 连同 下 列 定理 7.2.2 统 称 为 Gersgorin 圆 盘 定理 , 它 是 由 Gersgorin 于 1931 年 获 
得 的 . G(4) 叫做 4 的 一 个 Gersgorin 圆 盘 ( 简 称 戈 氏 圆 盘 ) . 
定理 7.2.2 设 所 ,…, 训 | 为 上 并 ,2,…,n| 的 一 个 排列 . 


Ss =U6,(4),T = UG (4) 
车 S$S 门 T= 9, 则 S 中 必 含 有 4 的 特征 值 . 
为 证 明 此 定理 ,我 们 先 给 出 以 下 几 个 引 理 . 
引 理 7.2.1 若 lim 4。 = 4, 则 4 为 4 的 特征 值 当 和 且 仅 当 存 在 由 4, 的 特征 值 4, 构成 
的 点 列 [An1s.t. limA。 = A. 
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证 明 : 让 nn 阶 方 阵 4; 的 特征 多 项 式 为 x,, (x),n 阶 方 阵 4 的 特征 多 项 式 为 x(x). 因此 
有 . 
lim det( x/ ~ A,) = det(xI - 4) 


即 有 

(Dlimxn(x) = X(x) ,对 所 有 x; 

(2)xn(x) = Tc -44 ), 其 中 X44,…,A4"| 为 4 的 谱 ;Y(xz) = IT - 7)), 
其 中 | ,4 为 4 的 谱 

设 》 为 4 的 特征 值 , 则 由 (1) 知 limx,(X)= 0, 从 而 任 给 定 正 整 数 , 3 正 整数 NN ,使 


得 当 m > Ni 时 有 | xa(4)| < ( 主 ) ,从 而 应 用 (2) 我 们 知 :车 m > 信 , 则 对 每 个 m,4 中 


必 有 一 个 特征 值 4" ,使 得 |X - 2"| < 十, 不 失 一 般 性 ,假定 N < NWN < …, 车 m 之 
V1, 则 必 有 对 某 个 使 得 Ns < m < Niwi ,于 是 取 4。 = 44"”; 若 m < Wi, 我 们 取 4。 = 41”， 
这 样 得 到 一 个 数列 {212.，. 显然 Ve > 0, 可 取 正 整数 P,s.t 0 < 六 < 。. 于 是 若 m > 
NN,, 则 有 N, < Ni < m < Nw; 从 而 


结果 lim2,= 1 . 
反 过 来 , 若 有 4 的 特征 值 2, 构成 的 收 合 于 的 数列 ,将 x,(*) ,x(x) 展开 为 多 项 式 
表示 
Ne) = Da ,yx) = Da 
于 是 和 站 
1 -Xe| < 呈 1og - 本 112 | ,对 所 有 < 成 立 
由 于 limX。= 》, 因 此 3p > 1 使 得 1)| < p,| an | < p 对 所 有 m 等 成 立 , 故 有 ， 


xa 2m) = xO < er 人 > | of -a |) 对 所 有 m 等 成 立 
由 lim4。= 4 知 :lima;™” = a(l<js ) ,进一步 有 Xm(4m) = 0, 结 果 
limx(2,) = 0 
即 有 x(4) = 0,4 为 4 的 特征 值 , 引 理 证 毕 . 


本 引 理 的 一 个 有 用 的 推论 是 : 
推论 7.2.1 设 lim4。= 4, 则 有 limo(4。) = p(4). 
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证 明 : 设 4 为 4 的 特征 值 满足 14| = p(4). 于 是 314。1,4, 为 4 的 特征 值 ,满足 
lima, = 4. 从 而 
limp(A,) > lim|4,| = p(4) 
另 一 方面 ,由 limA4。= 4 知 lm 4。 = 4 1, 其 中 | | 为 任意 相 容 的 矩阵 范 数 .结果 
po(4) < Al ,mp(hs) < liml A = 141 


由 | 的 任意 性 得 imo(4。) < p(4). 
口 ] 
定理 7.2.2 的 证 明 “不妨 设 G; (4) 的 半径 为 8 > 0, 其 中 1 和 三 ,定义 4(r) = 


CI11 Tal2 “Talln-l TAIn 


,rzE[o,1.4(r) 的 特征 值 集合 为 A(z), 则 有 A(0) = 


(1)[0,1] 中 必 存 在 某 c ,使 得 对 所 有 的 0 < r < o 均 有 A(z) 门 $S 产 8. 否则 ,对 每 个 
m € NN 必 有 一 个 rm s.t， 

DA(r) NS = 0; 

@0 < r。, < 工 

m 
此 时 ,lim4(ro ) = 4(0), 从 而 由 引 理 7.2.1 知 ， 
3 E A(r，) 使 得 limA‘”” = qi 

继而 m 充分 大 后 有 | ia - 和 ”| < 8 . 换 句 话说 ,m 充分 大 后 *”E G, (4) ,矛盾 于 
A(r™,) (1S = 9. 


现 令 C = la:0 < a < 1, 使 得 A(r) 站 S 关 8 对 所 有 满足 0 < rt 和 cc 的 z 皆 成 立 } ， 
再 取 G 的 上 确 界 为 4, 则 显 见 有 下 列 结论 成 立 : 
(2)A(r) 门 S 8 对 一 切 满足 0 < r < 4 的 r 和 丝 成 立 . 


所 以 当 m 充分 大 后 ,A(y - 工 ) 站 S zx 9 .注意 到 $ 为 紧 集 ,因此 有 一 个 特征 值 系列 


4 (其 中 ha 为 4(w ~ 过) 的 特征 值 ) 收敛 于 $ 中 的 某 点 4 .再 次 由 引 理 7.2.1 知 ,该 2 为 


A(4) 的 特征 值 .进而 知 (3). 
(3)A(y) NN SG. 


现 车 wx < 1, 则 取 w 充 分 大 后 有 p+ 小 < 1. 于 是 oo E (pyp + 二 | 使 得 A(o,) 站 

S = .这 样 ,我 们 在 (jy,1) 中 获得 收敛 于 yy 的 一 个 无 限 点 列 1o,1, 它 满足 A(o,) 门 S$ = 

乡 ,从 而 A(o,) CT. 注 意 7 也 为 有 界 闭 集 ,结果 由 lim4 (0 ) = 4(Aw) 结合 引 理 7.2.1 知 : 
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A(A) ET, 矛盾 于 S 门 7 = 8. 因此 yy 只 能 为 1, 从 而 5 包含 4 的 一 个 特征 值 .定理 7.2.2 
获 证 . 
口 ] 
推论 7.2.2 ”对 苞 氏 圆 盘 两 两 互 不 相交 的 实 矩 阵 , 其 特征 值 均 是 实 的 , 且 可 对 角 化 . 
证 明 : 由 于 ”个 戈 氏 圆 盘 两 两 不 相交 ,因此 有 n 个 不 同 特征 值 , 故 可 对 和 角 化 .进一步 ， 
实 矩 阵 的 戈 氏 圆 盘 皆 是 以 实 轴 为 对 称 中 心 ,而 实 和 矩阵 的 特征 根 要 么 为 实 的 ,要 人 么 共 入 成 对 
出 现 ,因此 ,这 n 个 不 同 特征 值 只 能 均 是 实 的 ， 
口 
作为 苞 氏 圆 盘 定 理 的 应 用 ,我 们 还 可 直接 得 到 如 下 Ky Fan 定理 . 
定理 7.2.3 ”车 4 为 n 阶 复方 阵 ,B = (5;), by > | ay|,i,j = 1,2,…,n,4 为 4 的 一 
个 特征 值 . 则 3 i € 11,2,…, nj 使 得 |4 -ai| < p(B) - bi;. 
证 明 : B 为 非 负 和 矩阵, 不妨 设 B > 0, 于 是 由 Perron 定理 可 知 : 3 正 向 量 v,s.t. Bv = 


p(B)v. 记 wv = | : |, 构 作 和 矩阵 V = 


|* 三 六 47, 则 有 Ci 一 ass (i 二 1, 
Dn 


2,…,n), 且 对 某 个 i, 有 


Vn 


-esls 2 1el 


ji 


[A-ail|s< D2) |vioy | = 2 |v vi "ol 


< Do 
= oD bo ~ bavi) = vi (p(B)v, — bavi) 
_ (有 -到 
当 畏 不 是 正 矩阵 时 ,让 六 ”= 号 + 二 对 所 有 (让 六, 则 有 B" 会 (8 各) 为 正 矩 隆 . 对 Bi ， 
有 某 i(m) E {1,2,…,n| 使 得 
[2 ilm)| < p(B™) - (bum i(m) + 起) 
再 由 两 边 取 极限 , 则 由 limp( 8™) = p(B) 立即 知 本 定理 获 证 ， 


进而 


品 
定理 7.2.4(Ostrowski 定理 )” 设 4 为 n 阶 复方 阵 ,0 < a < 1.4 为 4 的 特征 值 , 则 9: 
E (1 三 1 三 7) 使 得 


|2 一 Qa | EE 0 (A) * 0! "(A') 
其 中 5,(4) 表 4 的 第 i 个 成 氏 圆 盘 的 半径 , 4" 表示 4 的 转 置 . 
证 明 : 当 a = 0 或 a = 1 时 ,和 欲 证 的 定理 为 戈 氏 圆 盘 定理 . 
假定 a E (0,1),(M1 - 4)x = 0 对 某 个 x zz 0, 则 对 所 有 的 i < n 均 有 : 
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lal | Sal|< Dhowlls| 
反 设 定理 7.2.4 不 成 立 , 让 0 = (4)- 6“(47), 则 对 = 1,2,…,n 均 有 0， < 


X1 


1X4-as|. 由 x = z 0, 取 集合 J = |i<n:wz0, 则 J 8, 且 YiEJ 有 


Nn 
Q;| x;| < [Aa-ollxls 2 oo 
jxi 
利用 Holder 不 等 式 知 
Vi€ J,0N|x|< Dasl(al'™l%|) 
ji 
二 (S$) | oz | )° 。 (5) | ai | (1-a}/(1-a) | i | VU-e) )1-e 
izi J¥i 
= (2)1ol) :CGO 1a | | ) 
ji j¥i 
倘若 (4) = 0, 则 上 述 表明 0 < 0, 矛 盾 . 
倘若 (4) 关 0, 则 3 “CAsl< (olellsl 7)” ， 
两 边 开 1 - a 次 方 得 ,6.(4")| x)" < Dl | | 1”? ,进而 得 
D4 ) | x | a) < > le 上 和 | a) 


=1 ji 


一 B33 | x | 
i=] izj 

= 2 (|s|" 2) |o|) 
j=1 ixj 

一 S) ( | x | 0- 8 (4")) 
j=1 


= > 6,(A') | xX: | 7G-2) 
韦 盾 . 


利用 Ostrowski 定理 ,立即 得 

推论 7.2.3 ” 设 4 为 n 阶 复方 阵 ,a E [0,1], 则 

(1) 当 4 为 奇异 阵 时 ,jiE (1 < i < n) 使 | ai | < 55(4)6!*(4"); 

(2) 当 4 为 奇异 阵 时 ,iE (1 < i < n) 使 | ai | << a6;(4) + (1 -a)6,(4'); 
(3)o(4) < max | | Qs | + (A)6 "(A')|; 

(4)o(4) < max{ | ai| + a6:(A) + (1- a)6.(4")}; 


(5) 记 R.(A) = Plo | , 则 有 po(4) 三 max| Ri (A)R:™ (4)}. 


证 明 : 这 里 只 :证 (3)， 其 余 均 是 显然 的 . 由 本 推论 中 的 (3) 有 
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PC4) < max| | os + (A)6! (A) 
注意 到 | aj | + 28(4)80 047) = | oj] os + (A)61“(4"), 同 时 由 Holder 不 等 式 
知 : 
[os| + (4)6! (A) 三 [os + (6(4)) "1° 
[(| os + (0 (AD)) HO] 
= [las|+ 6.(4)] : [lail|+ 6.(47)}" 
= R:(A). Ri*(A') 


Ostrowski 还 以 另外 一 种 方式 推广 了 Gersgorin 圆 盘 定理 . 对 n 阶 复方 阵 4, 记 
0;(A) = lzEC:lz-ol |z- oa|< 6(4)6(4)| 
对 任何 i zj. 
定理 7.2.5 设 > 2, 则 阶 复方 阵 4 的 特征 值 4 必 属 于 某 个 0;. 
Xl 


证 明 ; (XA1 - 4)x = 0,x <0. 记 x = ,选取 r 和 + 使 得 r zz 1, 且 | x,| > |x,|>> 


Mn 


|x;|， {1,2,…,n} \ {r,t}. 
若 x，= 0, 于 是 有 xi,… ,x 中 除 x, 外 均 为 0, 结 果 


= Dl a = QjXrsA = ar 
结论 真 . 若 x, 过 0,; 则 对 所 有 i < nn 有 
(A - as)xi = 了 ay 
特别 地 ,有 | 
| -a)||x,|= [5 > ， a | < pd |x|s< |x,|: 6,(4) 
-ol [Senl< 六 lo [sl< | | .3(4) 
结果 | (4 - a,)|| (2 - ez)| [= ||x| = 和 | 6,(4) .6(4). 获 证 ， 
口 
推论 7.2.4 mnm =2, 对 任何 nm 阶 复方 阵 4 = (ay), 车 Vizj 篆 有 |ai|: |a;| > 6.(4) 
" 5(4), 则 4 必 可 逆 . 
Ostrowski 定理 还 可 扩展 为 如 下 定理 . 、 
定理 7.2.6 设 4 为 n 阶 复方 阵 (n > 1),4 为 4 的 一 个 特征 值 ,0 < a <1, 则 3iz 
j ,使 得 
IX2-allA- ols [6(4): 5804)] ES.(A) 004] 
证 明 : 先 证 如 下 断言 . 
断言 : 设 4 = (oj)。 E C”,a € [0,1], 且 对 所 有 的 ;xz j, 满 足 
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[as| |as| > [6.(4) 6;(4)]°[6,(4)" 0(4)7 
则 必 有 4 可 逆 . 
事实 上 ,在 断言 假设 条 件 下 , 令 s,(4) = 8 (4)610 “(4")/| as | 得 {51(4),…,s,(4)}. 
重新 排序 使 (4) > … > sw (4) ,于 是 由 假设 条 件 有 :对 一 切 i zj,s:(4)s(4) < 1. 特 
别 地 ,sw (4)sw (4) < 1, 从 而 s,, (4) < 1. 


Casel s,,(4) = 0, 此 时 s。(4) = … = sm (4) = 0, 结果 容易 计算 得 det 4 = 
Qu "Qnm 天 0; 
Case2 sm (4) 关 0, 此 时 ws(4)E(0,D), 令 9 = vy a 并 让 B 为 4 的 第 m, 行 
和 第 m, 列 均 乘 以 g 后 得 到 的 矩阵 ,比较 4 与 有: 
8, (B) = 9。 (4)，5 (B') = gq (4 ，| bmn | = g| omn, | 


Sn 4 
因而 有 sw。(B) = 


= 和/ sm (4)sn(4) < 1. 而 且 对 i = 2,3,…,n 时 有 


8) < gsm (A) < sm (A)sm, (A) < 1 
再 次 由 (8B) 的 定义 得 
|6i| > 8(B)Ol (BD),i = 1,2,,n 
结果 由 定理 7.2.4 知 B 可 道 ,注意 到 det B = gidet4, 故 4 也 可 道 ,断言 真 . 
现在 回 到 本 定理 的 证 明 . 反 证 , 若 对 所 有 的 i zz j 均 有 
[|(2 -oa -a)| > [6(A) :6(4)][6.(4) .6(4)] 
则 由 断言 知 :det(21 - 4) z 0. 这 与 4 为 4 的 特征 值 相 矛盾 .证 毕 . 


口 ] 
戈 氏 圆 盘 定 理 在 确定 特征 值 的 位 置 ,甚至 分 离 特征 值 等 方面 有 着 重要 的 意义 . 
2 1 0 
1 1 
例 7.2.1 让 4=|35 4 |, 判 定 4 是 否 可 对 角 化 ? 
1 1 ， 
6 4 
1 
方 2 广 0 
解 : 让 P= 1 ,于 是 PAP-! = 四 3 22 . P4P-1 的 戈 式 圆 盘 为 : 
10 
DD 10 5 
3 9 6 6 


C = {z: 1z -21< 记 | 


GC, = lz:|z-3| 二 0.475| 
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35 
G; = {z: |z -6| < sl 


由 于 G1, G2, G; 互 不 相交 ,所 以 4 有 三 个 不 同 的 特征 值 ,可 实 对 角 化 . 
口 
习题 七 


1,2,…,n). 则 det4 与 [| os 同 号 . 
i=1 


1. 设 4A€ER™", 且 [os| > > |asl(i = 
2. 设 4E€ 及 ”满足 a > 2》)|ay|1(i = 1,2,…,n). 则 4 的 所 有 特征 值 均 位 于 复 平 


面 的 右 半 平面 . 
3. 设 4E Cw , 记 及 (4) = > | oy| .证 明 ; 


(1)p(4) < maxV R(A)R(A'); (2)p(A) < min| 41 。 1 A!; 


(G)p(4) < max SRA, (pe(4) < BOA + 4). 
Dal 
Er = 1,2,.,n,K 


4. 设 4 EE OY ,cls Css Cn 为 任意 一 组 正 数 , 令 r 二 一 


= maxk, ,证 明 :o(4) 三 天 . 
5. 设 4= (om)ECaE[oI 且 | > 6(4)6 047 = 1,2……,m). 证 明 : 


A4 可 省 . 
6. 设 4 是 非 负 短 阵 ,证 明 :+ < p(4) < R, 其 中 R = 4 有,r = minl 2 oj 
= 141 .m= 


7. 设 4 = (aj) 为 正 和 矩阵, 日 R， = > yayvr = minR,,R = maxR, 
j=1 t 了 


Ri; 、 
minay,6 = max 有 .证明 :r < 尺 时 有 r+mm(-D<o4) 三 及 -mm(1-g 7), 其 中 : 
E aR A 


_ [R-2m+VR-4mR-r))] 
2(r - m) 


二 [- r+2m+Vr+4m(R- 7r)] 
2m 
租 


8. 设 4 € 民 ” 的 所 有 非 主 对 角 元 ay > 0, 且 存在 一 组 正 数 cl ,…, c, 使 得 


n 
了 >， aye <0,7= 1,2,.…,n 
7 


证 明 :4 是 半 稳 定 矩 阵 . 
9. 设 4= (ay) EC . 若 存 在 一 组 正 数 ,hk,，… ,hh ,使 得 
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Shlay| < hkRe(as),i = 1;2， 
j=1 
7 


则 4 是 稳定 矩阵 ， 
10. 设 AE RR 满足 a; <- 了 |ay|,i = 1,2,…,n. 证 明 :4 是 稳定 的 当 且 仅 当 4 


为 可 道 阵 . 一 


11. 设 BE CGC" 为 可 对 角 化 矩阵 ,p(B8) < 1. 证 明 : 科 9 正定 阵 4 使 得 4 - B" 4B 仍 
为 正定 . 


12. 设 4 与 4 -48" 4B 均 为 Hermite 正定 阵 .证 明 :p(B) < 六 


13. 设 4 各 C™" ,证 明 :ji( 全 江 4) < nn(4) = VAiC4 4), 其 中 (和 4) < 
< 4 (4 4 为 ( 生 过 4) 的 n 个 特征 值 ,4.(4" 4) 三 人 和 和 (4 4) 为 4 4 的 mn 个 


特征 值 . 


-1 -1 -1 
1 a 


n n n 
-1 -1 ore -1 
14. 证 明 逢 阵 4=|"， ， ". "| 是 可 实 对 角 化 的 ,并 且 4 的 特 
7 n! nn 2n-1 


征 值 均 是 实数 . 求 出 秩 4. 
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